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Introducción 


Este texto contiene el material de los cursos Álgebra Lineal I y Álgebra Lineal 
II como los he impartido a lo largo de varios años. Tiene algunas características 
especiales: 


= Comienza con operaciones asociativas, monoides, tablas de multiplicar. Esto es 
porque pienso que la definición de Espacio vectorial puede resultar muy com- 
plicada para un alumno, y hago esto para que no se pierdan las consecuencias 
de cada axioma. 


=a En el capítulo de Espacios vectoriales, no sólo se demuestra la existencia de 
bases, sino que se da una demostración de que las bases para un espacio vec- 
torial tienen el mismo cardinal. 
La demostración es una aplicación del Lema de Zorn, en donde se puso mucho 
cuidado en presentar el argumento de manera clara en todos sus detalles. 


= Se presentan dos capítulos acerca de espacios con producto interior. El primer 
capítulo incluye la teoría que los estudiantes de Física necesitan con urgencia, 
mientras que el último capítulo usa la teoría de espacios invariantes. En este 
capítulo se estudian los operadores normales, autoadjuntos, unitarios que son 
tan importantes para los estudiantes de Física cuántica. 


= Se hacen ejemplos detallados de cálculos de formas canónicas y se hace énfasis 
en la teoría de diagonalización simultánea. Como aplicación, se presentan las 
cadenas de Markov, y se caracteriza la situación en que las potencias de una 
matriz cuadrada convergen. 
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CAPÍTULO 1 


Operaciones asociativas 


1.1. Semigrupos y monoides 
Para mayor información sobre estos temas, recomendamos al lector los libros de 
Jacobson [3] y Rotman [7], aunque como lo que necesitaremos es bastante poco, 
esperamos que baste con lo que se presenta aquí. 
Definición 1 Una operación x en un conjunto X es una función x : X x X > X. 
Muchas veces escribiremos a * b en lugar de escribir * ((a, b)). 
Definición 2 Decimos que la operación x: X x X — X es asociativa si 
*(yxz)=(zx*y)xz, Vz,y,2 EX. 


En este caso la pareja ordenada (X,*) se llama semigrupo. 


Ejemplo 1 Son semigrupos: 


1. (N,+), 

2. (N, *), donde x denota la multiplicación usual, 
3. (p(X); N), 

4. (p(X),U), 

5. f: X — X |f es una función) 0) 


Son semigrupos. 
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Ejemplo 2 1. (Z,—) no es un semigrupo: 


1=1-0=1-(1-1)%(1-1)-1=-1 


2. Consideremos la operación de diferencia de conjuntos en 


P (40, 1)) = (0, {0} > {1} > (0, 1}} > 


observando que 


[0,1) = {0,1} W= 
= {0,1} \ (£0, 1}\ {0, 1} # ({0, 1}\ {0,1} \ {0,1} = 0. 


Concluímoa que (p ({0,1}),\) no es un semigrupo. m 


1.1.1. Tablas de multiplicar 


Definición 3 Sea * una operación en un conjunto finito {a1, a2, ..., An y, la tabla de 
multiplicar de x, es el arreglo cuadrado 


| Ai Qi * 01 Qi * Qj | 
aj | Qj * Q1 Qj * Qi 
An | An * Q1 An * Qj An * Un 


Ejemplo 3 En el conjunto {0,1} se pueden definir 16 operaciones. Para convencer- 
nos de ello, calculemos la cardinalidad de 


(o, 1) x {0,1} ER {0,1} | f es una función) a 


Notemos lo siguiente: cada uno de los cuatro elementos de {0,1} x (0, 1)tiene que ir 
a dara0 óa 1 bajo una función de las de arriba. Entonces debe ser claro que hay 
2r2*2x2 = 16 elementos en el conjunto de funciones cuya cardinalidad estamos 
calculando. 

De estas 16 operaciones hay 8 asociativas. Mencionamos algunas: 
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*|0|1 
0/010 
11010 
es asociativa. 
. Por la misma razón, 
* (0/1 
0|1|1 
111 
es asociativa. 
. La disyunción lógica 
vloli 
0|0|1 
1|1|0 
es asociativa. 
. La conjunción lógica 
A011 
0/0 
110]|1 


es asociativa. 


. Definamos * por: xy =y  Vx,y € {0,1}. Es claro que las dos maneras de 
poner paréntesis en 
ZXYx*Z, 


nos produce el mismo resultado: z. La tabla correspondiente es 


*|0]|1 
0|0|1. 
110|1 

. Dualmente, 
*|0|1 
01010 
1|1|1 
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Hasta este momento hemos escrito 6 de las 8 operaciones asociativas gue se pueden 
definir en (0,1). 


Ejercicio 1 Encuentre las otras dos operaciones asociativas que se pueden definir 


en (0,1). 


Para mostrar una operación que no es asociativa en el conjunto (0, 1), tomemos 
la tabla de la implicación, “=>”: 


>|0|1 
Ol: 
1/0/1] 


No es asociativa pues, 0 > (0 = 0) = 0 = 1 = 1, pero (0 0) 0=1 0 
0. 


Definición 4 Sea x una operación asociativa en S. 


1. e€ S es un neutro izquierdo para x, si ex x = x, Vx € S. 
2. e € S es un neutro derecho para x, si x * e = x, Vx € S. 


3. e E€ S es un neutro para x, si e es un neutro izquierdo y derecho para x. 


Observación 1 Sie es un neutro izquierdo para x y f es un neutro derecho para la 
misma operación, entonces e = f. 


Demostración. e = ex f = f. La primera igualdad se da porque f es neutro 
derecho y la segunda porque e es neutro izquierdo. M 


Observación 2 Si e, f son dos neutros izquierdos distintos para una operación x, 
entonces x no tiene neutro. 


Ejemplo 4 Un semigrupo con dos neutros izquierdos: 


0| 1 
0| 0|1 
110|1 


Nótese que no hay neutro derecho. 
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1.1.2. Monoides con cancelación 


Definición 5 Una terna (M, x, e) es un monoide si (M, x) es un semigrupo y e es 
neutro para * . 


Definición 6 Sea (M,x,e) un monoide y supongamos que 
axb=e, ajbeM, 
diremos que a es inverso por la izquierda de b y que b es inverso por la derecha de a. 


Observación 3 Si x es inverso por la izquierda de a y z es inverso derecho de a, 
a € M, entonces x = z. 


Demostración. z=e*z = (t*a)*z=1*(a*z)=1*e=T. E 
1. En un monoide el inverso de un elemento (si existe) es único. 


2. Si r, z son inversos izquierdos de a, entonces a no tiene inverso derecho (y por 
lo tanto no tiene inverso). 


Demostración. Se sigue inmediatamente de la Observación anterior. m 


Ejemplo 5 Consideremos el monoide (N5, o, Idn) : 

La función o : N>N tal que o(k) = k +1, tiene inverso izquierdo porque es 
inyectiva, no tiene inverso derecho porque no es suprayectiva. 

La función 


hi NN => N 


e k=1 sik>0 
n sik=0 


es un inverso izquierdo para G, para cada n € N. La función o tiene una infinidad de 
inversos izquierdos en el monoide (N5, o, Idy) , y claro, no puede tener inverso. m 


Ejercicio 2 Diga como se reflejan en una tabla de multiplicar los siguientes hechos: 
1. La operación es conmutativa (es decir ax b = bx a, para cada a y b). 
2. El elemento a es cancelable por la izquierda. 

El elemento a es cancelable por la derecha. 


a tiene inverso por la derecha. 


QU s © 


e es neutro izquierdo para la operación. 
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1.2. Grupos 


Definición 7 Un grupo es un monoide (M,x,e) en el que cada elemento tiene 
inverso. 


Definición 8 si la operación en un grupo (M, x, e) es conmutativa, diremos que el 
grupo es conmutativa (o abeliano) 


Observación 4 1. En un grupo cada elemento tiene un único inverso. 


2. En un grupo ax x = e implica que a es el inverso de x (y que x es el inverso 
de a). 


Demostración. Se sigue de la Observación 3. m 


Ejercicio 3 Sea X un conjunto, denotemos Biy (X) el conjunto de biyecciones de 
X a X. Demuestre que (Biy(X) ,o, Idx) es un grupo. 


Ejemplo 6 Tomemos X = {0,1,2}. Hay 6 biyecciones en el conjunto anterior. 


{0,1,2} < {0,1,2} 
0 — 0 
1 F 2 
2 F 1 
es una, y 
{0,1,2} = {0,1,2} 
0 F 1 
l — 2 
2 —> 0 
es otra. 


Obsérvese que Po Y Vog. 


Ejercicio 4 Muestre que si |X| > 3 entonces (Biy(X),o,Idx) es un grupo no 
conmutativo. 


Recordemos que en un monoide M, un inverso izquierdo y un inverso derecho de 
a E€ M tienen que coincidir. 

En particular, en un grupo (G, x, e) el inverso de cada elemento es único, de hecho 
podemos demostrar lo siguiente: 
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Teorema 1 En un grupo (G,*,e) son equivalentes 
1. b es el inverso de a. 


2. a es el inverso de b. 


3. axb 


I 
m 


4. bxa 


II 
m 


Demostración. 1) 2) b es el inverso de a 
> ((axb=e) A (bxa=e)) > 


> ((bxa=e)A(axb=e)) © 


a es el inverso de b. 
2) > 3) Es claro. 
3) > 4) Por c), b es inverso derecho de a. Como G es un grupo, a tiene un inverso 
z (que es inverso por los dos lados). Entonces b = z y así b es inverso izquierdo de a. 
4) = 1) Análogo al argumento de arriba. m 


Corolario 1 En un grupo (G,x,e) valen las siguientes afirmaciones: 
1) Denotemos por a™! al inverso de a. La función (-)* : G — G es inyectiva y 


suprayectiva (de hecho, es autoinversa). 


2) (xx y) =y xa". 
1 


MA "| =z. 


1 1 


Demostración. 1) Simplemente notemos que ax a! = e = a™! x a implica que 


3 = 3 —1\ 71 
a es el inverso de a7*. Es decir, ((a)*) = a. 


1 1 


2) Se sigue de que xyxy xa l=xrexx!=e. 


3) Visto en 1). m 


Notación 1 Es común que la operación para un grupo se denote con +, en este 


caso, el neutro se denota 0, y el inverso de a se denota —a , en lugar de a”?. 
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1.2.1. Subgrupos y restricción de funciones. 
Definición 9 Si X C A se define la función inclusión 


X => A 


t F u 
de esta manera podemos pensar la inclusión de un conjunto en otro como una función. 


Definición 10 Sea X C A y sea f : A — B una función. En este caso podemos 
tomar la composición de i$ con f, es decir, 


je 


pm vá e 
Llamaremos fix a la composición f o ix. fix se llama la restricción de f a X. 


Observación 5 Six es una operación en S, y X es un subconjunto de S, entonces 
X x X es un subconjunto de S x S y entonces podemos considerar 


Xx XA XX 2 


* 
SxS— S 

¡SxS 

XxX Po 
XxX 


Notemos que *|xxx : XxX — S no es una operación en X, puesto que el codominio 
no es X. 


Sin embargo, si nosotros tuviéramos que 
Vx, yEeX,rxyexX, 


podríamos tomar *xxx: X x X > X. 
En este caso diremos que X es un subconjunto de S cerrado bajo x. 


Observación 6 Sea x operación en S, y sea X un subconjunto de S cerrado bajo x. 
Entonces: 
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1. x asociativa > *|xxx es asociativa. 


2. x conmutativa = *|xxx es conmutativa. 


Definición 11 Sea (G,x*,e) un grupo y S un subconjunto de G, diremos que S es 
un subgrupo de G si 


(S,*|sxs, f) 


es un grupo. 
Ejercicio 5 Son equivalentes para un subconjunto S de G, con (G,x,e) grupo: 
1. S es un subgrupo de G. 


a) S es cerrado bajo x. 
b) ees. 
c)ses=>stES, 


Ejercicio 6 Demuestre que 


1. La intersección de dos subgrupos de un grupo G es un subgrupo de G. 


2. La intersección de una familia (Ha) ¿yx de subgrupos de G es un subgrupo de 


G. 


Ejercicio 7 Si X es un subconjunto de un grupo G, entonces la intersección de la 
familia de subgrupos que contienen a X es el menor subgrupo que contiene a X. Se 
llama el subgrupo generado por X, y lo denotaremos (X). 


Ejemplos 7 1. El subgrupo generado por el neutro de un grupo (G,x,e) es {e}. 


a) {e} es cerrado bajo x. 

b) e € {e}. 

c) e =e € {e}. 
Entonces {e} es un subgrupo que contiene a e. Es claro que es el subgrupo 
que genera {e} (no puede haber otro subgrupo más pequeño que contenga 


2. El subgrupo de (Z, +,0) generado por —2 es 2Z. 
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a) —2 € 2Z. 

b) 2Z es cerrado bajo la suma. 
c) 0 € 2Z, 

d) —2k = 2 (—k) € 2Z. 


Entonces 2Z es un subgrupo de Z que contiene a —2. Si H es un subgrupo 
de Z que contiene a —2, debe de contener también a 0 — (—2) = 2, a 

2— 2 = —4, a 0 — (-4) =4,..., a 2k, a 0 — 2k = —2k, a —2k — 2, a 
0—(—2k— 2) = 2 (k + 1) ,... Es decir, H debe contener a 2Z. Por lo tanto 
2Z es el menor subgrupo de Z que contiene a —2. 


3. El subgrupo de Z generado por n es NZ. 
Es análogo al anterior. 


4. Todos los subgrupos de Z son de la forma nZ, con n € N. 


a) 
b) 


Un subgrupo H de Z tiene que contener por lo menos al neutro 0. Si 
H = {0} entonces H = OZ. 


Si H £ OZ, tomemos un entero m distinto de O que pertenezca a H. Si 
m < 0, notemos que 0 — m = —m > 0 es un elemento de H. Así que H 
contiene enteros positivos. Otra manera de decir esto es: H O Zt £ ©. 
Usemos el principio del buen orden para convencernos de que podemos 
tomar el menor entero positivo que pertenece a H. Entonces n € H y por 
lo tanto 

nZ CH. 


Tomemos un elemento de H, x digamos, y apliquemos el algoritmo de la 
división a x yn: 
q 
Ara | 
r 0O<r<n 


como x = qn +r, entonces r = x — qn = x + (—q)n € H. De aquí vemos 
que r tiene que ser 0, pues de nos ser así, r sería un elemento de H más 


T » ZM 
pequeño que el más pequeño 0). Como r = 0 entonces x = qn € nH. 


5. El subgrupo de Z generado por {n,m} es 


nZ+mZ= {nz +m2,|2,2€Z)= (n;m)Z 


donde (n;m) denota el máximo común divisor de n y m. 


1.2. 
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a) Primero convenzámonos de que [nz1 + Mzə | 21, 22 € Z) es un subgrupo de 
Z que contiene tanto a m como a m. (Es cerrado bajo la suma, contiene 
al 0, es cerrado bajo tomar inversos, y contiene an y am. 


b) Supongamos ahora que H es un subgrupo de Z que contiene a n, y a 
m. Entonces también debe contener al subgrupo generado por n, es decir 
nZ € H. Lo mismo puede decirse de mZ. Como H es cerrado bajo la suma 
entonces nZ + mZ CH. Por lo tanto, nZ + mZ es el subgrupo generado 
por fn, m). 

c) Ahora, nZ + mZ = dZ, para algún natural d. Es fácil comprobar que es el 
máximo común divisor den y m. 


nZ mz = |[n; m] Z 


donde |n; m] en denota el mínimo común múltiplo de n y m. 


Teorema 2 Si g € G, entonces (g) = {97 | z € Z}.! 


(9) 


Demostración. 1. e = g? € [g?|2€Z) 

2. g7 x g” =g +" € {g7 |z € Z}, (ejercicio). 

3. (9) * = g7 € {97 | z € Z}, (ejercicio). 

Luego, {g7 | z € Z} es un subgrupo de G que contiene a g = g!. Por lo tanto 
< {g9 |z EZ}. 

Por otra parte, se demuestra por inducción, que g“ € (g),Vz € Z. Esto nos da la 


igualdad entre (9? |z E€ Z} y (g). m 
Observación 7 Si X C G, entonces 

(X) = [ap azaz.. |n EN, a €X, ki €Z}. 
Ejemplo 8 Las simetrías del cuadrado son un subgrupo de Biy {1,2,3,4}. 


Ejercicio 8 Si G es un grupo, entonces 


1g7 se define de la manera siguiente: 
1. g? = e, el neutro. 

2. 9H =g" xg 

its (ga) k>0. 
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1. V9gEG,Vz,wEZ, g? * g” =g**", 
2. Yg € G, Yz € Z, g” = (g). 
3. Yg E G, Yz, w E Z, (g)" = g. 


Definición 12 Sea V un conjunto de puntos en el plano euclidiano, una función 
f:V—V es una simetría de V si respeta las distancias entre puntos de V. 


Observación 8 Sea V finito, como en la definición anterior, entonces una simetría 
de V es una biyección: 


Demostración. Si x 7 y son elementos de V, entonces su distancia es distinta 
de 0, por lo tanto d (f (x), f (y)) = d (x,y) 4 0. En particular, x Æ y. Por lo tanto f 
es inyectiva. Como f es inyectiva, y V es finito, entonces f es biyectiva. m 


Observación 9 Si V es un subconjunto finito del plano, entonces 
(f:W=V|f es simetría} 
es un subgrupo de Biy(V). 


Demostración. 1. La composición de dos simetrías es una simetría: 
Supongamos que f, y son dos simetrías de V, y que zx, y € V. Entonces 


dist ((g o f) (x), (go f) (y) = dist(g(f(x)),g(f (y) = 
= dist (f (x) , f (y)) = dist (x,y). 


2. La función identidad Idy es una simetría. 

3. Si f es una simetría, entonces f7! también lo es: 
sean x, y € V, entonces x = f(u), y = f (v) (recordemos que f es suprayectiva). 
Entonces 


dist ($ (x), $7 (y)) = dist ($7 (F (0), $7 (f (v))) = 
= dist (u,v) = dist ( f (u), f (v)) = dist (x,y). 

u 

En particular, si 1,2,3,4, son los vértices de un cuadrado, las simetrías del con- 
junto de vértices del cuadrado son los elementos de un subgrupo de Biy {1,2,3,4}. 

Contemos el número de simetrías del cuadrado: el número posible de imágenes 
de 1 es 4. La imagen del 3 queda determinada por la imagen de 1. 2 tiene que ir a 
dar a un vecino de la imagen de 1 (dos posibilidades). Esto ya determina la imagen 
de 4. En total hay 4 x 2 = 8 simetrías del cuadrado. 

Observando la figura anterior, vemos que las 8 simetrías del cuadrado son 4 
reflexiones (sobre los ejes de simetría) y 4 rotaciones (incluyendo la identidad). 


1.3. ANILLOS 13 


2. 
ÓN 


Figura 1.1: 


1.3. Anillos 


Definición 13 Un anillo es una quinteta (R,+,*,0,1) tal que: 


1. (R,+,0) es un grupo conmutativo. 
2. (R,x,1) es un monoide. 


3. x se distribuye sobre +, por los dos lados, es decir que 


rx([s+t)=(rxs)+(rxt), Vr,s,te R. 


(s+t)*r=(s*r)+(tx*r), Yr,s,tE R. 


Cuando en un anillo la operación * es conmutativa, el anillo se llama anillo 
conmutativo. 
Hay que notar que la suma en un anillo siempre es conmutativa. 


Ejemplos 9 1. (Z,+.x,0,1) es un anillo. 
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2. (Zn, +.*,0, 1) es un anillo. 

3. (Q,+.*,0,1) es un anillo. 

4. (R,+.x*,0, 1) es un anillo. 
Ejemplo 10 Tomemos un conjunto X. Consideremos p(X) definamos en p(X) 
una suma de la manera siguiente: A+ B =: (AUBM(ANB) (esto se llama la 


diferencia simétrica de A y de B, y también se denota por AAB). 
Definamos ahora el producto de A y de B como su intersección: AN B. 


Proposición 1 Veremos que (p(X),+,n,0, X) es un anillo. 


Demostración. Lo único no trivial que hay que demostrar es que + es asociativa 
(y que la intersección se distribuye sobre la suma). 

Comparemos A + (B+ C) con (A+ B)+C=C+(4+B)=C+(B+A4) (la 
suma es conmutativa). Veremos que A + (B+ C) es inalterado por el intercambio 
A —> C y con esto habremos terminado. 

En efecto: 


A+(B+C0)=[ANBTACJU[ANCNBJUIBACINAJUICA BEN AS 


Notemos que los uniendos de enmedio son invariantes bajo el intercambio de A con 
C, mientras que los extremos se mapean uno en el otro, cuando uno intercambia A 


con C. 
La siguiente es una verificación de la igualdad anterior. 


A+ (B+0)= (AV(B+C0))U((B+ CMA) = 
= (AN [(B\C) U (CAB)]F U (((BYC) U (C\B)] N AS) = 
= (Anl(BncC*)u(Cn B“)])) U ([(Bnc*)u(Cn Bn AS) = 
= (ANl(BnC*)*n(Cn B“)1)U[(Bne*n AU (CNA BN AS)] = 
= (An[(B*UC)n(C*U B))U[(BnC*n A*)U(CnB*n AS] = 
= ((AN BJU (AN C)] AN (C° U B))U[(Bne*nA9)u(CnB“n AS] = 
= [[(AN B’) N (C° U B)JU [(AN C) N (C°U B] U [(B ACEN ASU (CN B° N AS] = 
=|(ANnB NC uUø u MuU(AnNCA BU [BACEN AU (CA B“n A9] = 
=[(AnB“nC*)U(AnCnB)]U[(BnC*n A9)u(CnB*n AS]. 


Ejercicio 9 Complete los detalles de la demostración de que (p(X),+,Nn 
„0, X) es un anillo. 
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1.3.1. Producto de copias de un anillo. 


Definición 14 Sea (R,+,x,0,1) un anillo y sea X un conjunto. 
RŽ es el conjunto de las funciones de X a R. 
Si tenemos dos elementos de RX, f y g, podemos sumarlas por medio de la definición: 


(149) (2) =: f (2) + 9(2). 


Del lado izquierdo de la ecuación anterior tenemos la suma que se está definiendo y 
del lado derecho la suma en el anillo R. Notemos que + es una operación en R* y 
que es conmutativa, asociativa con neutro: 0, la función constante y notemos también 
que la función f tiene inverso aditivo: — f. — f calculada en x da —f (x). 
Definimos el producto en R*, de manera similar: 


(f%9) (x) =: f(x) * g (x). 


Es una verificación rutinaria la de la asociatividad de *, y la distributividad de * 
sobre +. El neutro del producto es la función constante 1. 


Teorema 3 Sea (R, +,*,0,1) un anillo. Entonces valen las siguientes afirmaciones: 


1. VreR,0xr=rx0=0. 


2. Vr,s ER, ((r+s=0) => (r SAS r)). 
3. Yr € R, (—1)*r = =r =r x (—1). 


4. Yr,s € R, |(—r) * s = — (r x s) = r x (—s)]. 
5. (=r) * (=s) =r xs. 


Demostración. 1. 0 + (r 0) = (r x 0) = r x (0+0) =r x0 +r x0. Cancelamos 
r x0, para obtener r * 0 = 0. Análogamente, obtenemos 0 xr = 0. 

2. Esta es una propiedad de los grupos. 

3. (—1)*r +r = (—1)xr+1 xr = (=1+1)*r = 0xr = 0. Análogamente, 
rx (—1) = —r. 

drxs+(—r)xs=0x*r=0. 

Además .r x (—s)+rxs=rx(—s+s)=rx0=0. 


A E A 0 5 


Definición 15 Un anillo (R, +, x,0,1) es un 
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1. Anillo conmutativo si x es conmutativa. 
2. Dominio si (RA (0),*, 1) es un monoide con cancelación.. 
3. Anillo con división si (RA (0],x*, 1) es un grupo. 
4. Campo si (RA (0), *, 1) es un grupo abeliano. 
Observación 10 Todo campo es un dominio pero hay dominios que no son campos. 


Demostración. Que un campo es un dominio, se sigue del hecho de que un 
grupo es un monoide con cancelación. 
Por otra parte (Z, +, *, 0, 1) es un dominio que no es campo. M 


Definición 16 Una unidad en un anillo R es un elemento con inverso multiplica- 
tivo. El conjunto de las unidades para un anillo R, lo denotaremos R*. 


Ejemplo 11 Consideremos el anillo de los enteros módulo n, Zn. Entonces 
Zí = {ā@ € Zn | (an) = 1). 


En efecto: Si (a; n) = 1, entonces hay una combinación entera de a y de n, az+nu = 
1. De aquí es claro que az = 1, por lo que Z es el inverso multiplicativo de a. 
Recíprocamente, si a tiene inverso multiplicativo Z, entonces az = 1. Esto equivale 


n i ES 
a az = 1, es decir que n | (az — 1), que se puede expresar como: Jw € Ztal que 
nw = az — 1, o sea que 

1 = az — nw. 


De aquí vemos que (a;n) =1. m 
Corolario 2 Z, es un campo © n es un primo. 


Demostración. 
Zn es UN Campo © 


Z, {0} = Z% = (a | (a;n) =1) > 
(1,2,..,n—1) = {ā € Z, | (an) =1) > 
[(k;n) =1,Vk € Z, tal que 1 < k <n] © n es primo. 


Ejercicio 10 Demostrar la unicidad de q y der en el Ejemplo 4c. 
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Ejercicio 11 Una máquina acepta palabras de ocho letras (definidas como suce- 
siones de ocho letras del alfabeto, inclusive si no tiene significado) e imprime una 
palabra de ocho letras consistente de las primeras 5 letras de la primera palabra segui- 
da de las últimas tres letras de la segunda palabra. Demuestre que el conjunto de las 
palabras de ocho letras con esta regla de multiplicación es un semigrupo. ¿Sería éste el 
caso si la máquina imprime las cuatro primeras letras de la primera palabra seguidas 
de las cuatro últimas de la segunda palabra? ¿Alguno de estos dos sistemas tiene 
neutro? 


Ejercicio 12 Sea (M, x, 1) un monoide y sea m € M. Defínase un nuevo producto 
*m Por a *m b = axm xb. Demuestre que esto define un semigrupo, ¿bajo que 
condiciones hay neutro? 


Ejercicio 13 Sea S un semigrupo, u un objeto que no pertenece a S. Tómese M = 
SU {u} y eztendamos el producto en S a un producto binario en M definiendo ua = 
a = au Va € M. Demuéstrese que (M, x,u) es un monoide. 


Ejercicio 14 Sea G un conjunto finito con una operación binaria * y un neutro 
e. Demuéstrese que G es un grupo © su tabla de multiplicar tiene las siguientes 
propiedades: 


1. Todo renglón y columna de la tabla contiene cada elemento de G. 


2. Para cada par de elementos x,y de GA {e} sea R un rectángulo en el cuerpo de 
la tabla que tiene e en uno de sus vértices, x un vértice en el mismo renglón 
que e y y un vértice en la misma columna que e, entonces el cuarto vértice 
depende sólo de la pareja (x,y) y no de la posición de e. 


Ejercicio 15 Encuentre los inversos multiplicativos de 2, 8, 11, 13, 15 en Z17 40) 
y en Z5a {0}. 


Ejercicio 16 Muestre que si la suma y la multiplicación en un anillo 
(R,+,x,0,1) 

son conmutativas, entonces una distributividad implica la otra. 

Ejercicio 17 Mostrar que en un anillo R, rx0=0=0x*r,Vr € R. 


Ejercicio 18 Suponga que en un anillo (R,+,*,0,1), 0 = 1. ¿Cuántos elementos 
tiene R? Escriba las tablas de sumar y de multiplicar. 
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Ejercicio 19 ¿Qué pasaría si en un anillo además se tuviera que la suma se dis- 
tribuyera sobre el producto? ¿Puede pasar esto? ¿Cómo sería R? 


Ejercicio 20 ¿Por qué un campo debe tener por lo menos dos elementos? 
Ejercicio 21 Considere el conjunto 


(a+0/2]0,5€Q) 


súmense y multiplíquense como reales. ¿Es esto un campo? ¿Quién es el recíproco de 
un elemento a + by2 #0? 


Ejercicio 22 Considere el conjunto La +by-1|a,b€ z) súmense y multiplíguense 
como complejos. ¿Es esto un anillo? ¿Quiénes son los elementos con recíproco? 


Ejercicio 23 Compruebe la regla de los signos en un anillo: 
1. (a) (b) = — (ab). 


2. (a) (—b) = — (ab). 
3. (—a) (—b) = ab. 


Ejercicio 24 Tomemos el anillo (p (N),+,N,0,N), resuelva las ecuaciones: 


1. X+2N=(2k+1|keN). 


2. X + {0,1,2,9} = (0,3). 
3. XAY =N. 


4. XA(Y +X) =0. (Aquí, “resolver” quiere decir, encontrar todas las solu- 
ciones). 


CAPÍTULO 2 


Espacios vectoriales 


2.1. Espacios vectoriales y subespacios 


Definición 17 Un espacio vectorial es una quinteta (V, F,0,F,-: Fx V — V) tal 
que: 


1. (v, 4,0) es un grupo abeliano. 
2. -:FXxXV V satisface: 


a) 1-0 = 0, WU E V. 

b) (cd) -7 =c- (d - 1), Ve, de F, WW € V. 

c) (c+ d) -7 = cď+dů, Ve, d € F, VU € V. 
d) c- (otw) =c- Je- w, Ve € F, Vi, € V. 


Los elementos de V se llaman vectores, los de F se llaman escalares, y cuando 
sea claro como se definieron las operaciones, escribiremos pV en lugar de toda la 
quinteta ordenada. pV se lee: V es un espacio vectorial sobre el campo F. 


Ejemplo 12 (R [|z], +,0,R,: :R x R [z] — R) es un espacio vectorial.. 


Ejemplo 13 (R",+,0,R,-:Rx R” > R) es un espacio vectorial, con las opera- 


ciones definidas de la manera siguiente: 
1. (a, A2 Un) + (by, bz, ey bn) = (az + by, az + ba, 3 An F bn). 


2. C- (a1, a2, aa) = (ca, caz, ¿5 CO) ê 
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Teorema 4 Si V es un espacio vectorial sobre F, entonces 
1.0-0=0,W5 € V. 
2. a-0=0,Va € F. 


3. (1)8=-3, Wi € V. 


Demostración. 1. 0$ (0-5) = 0 - 7 = (0 + 0) - 7 = 0 - 740 - 7. Cancelando 0 - 7, 
obtenemos 0 = 0 - 3. 
2. Sea a € F, entonces 07 (a-0) =a-0=a- (070) = a 0 


a- 0, obtenemos: 0 = a- 0. 
3.1-0H(=D)-0=(14+ (21) -0=0-0=0. De aquí que (-1).J=—ď. m 


a- 0. Cancelando 


Ejemplo 14 Sea F un campo y sea X un conjunto. Entonces 
X=ff:X— F |f es una función}. 


Se define la suma de funciones de la manera usual, y el producto de un elemento de 
F por una función también de la manera usual: 


1. ftg:X — F es la función tal que ($49) (x)= f (x)+g (x). 
2. c- f: X =F es la función tal que (c - f) (z) = c (f (x)). 


Entonces: 
(FX, 4,0, F,- : F x F¥ > F*) 
es un espacio vectorial. 
Demostración. Que (F A Ô, ) es un grupo conmutativo, se deja como ejerci- 
cio. 
Propiedades del producto por escalares: 
1. (1- f)(x) = 1- f(x) = f(x),Vr € X. Por lo tanto las funciones 1- f y f 


coinciden. 
2. [(cd) - f] (x) = (cd) - f (x) = c (df (r)) = c ((df) (x)) = (c - (d- F)) (z), Yx € X, 
(c- (d- f)) coinciden. 


J= 
por lo que las funciones [(cd) - f] y 
3. [(e + d) (F)] (£) = (c + d) (F (x)) = cf (v) + df (r) = 
(x) = (cf + df)(x),Vx € X. 


= (cf) (1) + (df) 
Por lo tanto, a df). 
4. [c- (fT9)] (z) = c[(14g) (z)] = c[f (z) + 9(2)] = 


=c(f(x))+c(g(r)) = (c: f) (z) + r ) = (c fe: g) (r),Vs € X. 
Por lo tanto c- ($49) =c- /f+c-g. m 
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Observación 11 Tomemos un campo F y tomemos 
X=(1,2,...,n)x ([1,2,...,mp, 
un elemento A en F* se llama una matriz de n x m con coeficientes en F. 


Por costumbre, uno escribe A, en lugar de escribir A (i, j) . 


También por costumbre, uno suele escribir una matriz A en la forma de un arreglo 
rectangular: 


An A1 A13 ké Aim 
A21 A22 A23 HT Aom 
Ana An2 An Anm 


Ejemplos 15 De acuerdo a las definiciones: 


VA (AEB) = Aij + Bijv (i,j) € 112 my Xx JL 2 m) E 
9 235 + 07 8N_ 2 10 13 

j 6 7 8 954) 115 12 12 )' 

3. (CA), ; = CA; Y (i j) € (1,2,..., nj x (1,2,...,mp. 


¿2(3.45Y_(6 8 10 
A 08 12 14 16 /' 


Definición 18 Sea (V, 10, F: F x V > V) un espacio vectorial, y sea W C V. 
Diremos que W es un subespacio vectorial de V si 


(W, Fur 0 F, qpxw : Fx W =W) 
es un espacio vectorial. Cuando esto pase, escribiremos W < pV. 
i) W es cerrada bajo + 
Proposición 2 W < pV & 4 ii) 0 € W. 
ii) Va € F, Vu € W, a-we W. 
Demostración. >) 
1) Que + wxwsea una operación en W significa que Fwxw : W xW — W, es 


decir, que sumando dos elementos de W se obtiene un elemento de W. Esto es lo 
mismo que decir que W es cerrado bajo +. 
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ii) El neutro de + wxwdebe coincidir con el neutro de + que es 0. Por lo tanto 
De W. 

iii) Que rxw : F x W — W es una función con dominio F x W y codominio W 
significa exactamente lo mismo gue 


Va € FWW € W, a-weW. 


=) 
Supongamos gue se cumplen i), ii) y iii). 


Por el inciso i), tenemos que +wxw es una operación en W. 
Por herencia, +wxwes asociativa y conmutativa. 


Lo anterior, junto con ii), nos dicen que (w, wxw, 0) es un monoide. 


Ahora, de la condición iii) y del Teorema 4 tenemos que — = (-1) -w € W, 
Vw € W. Concluímos que (w, wxw, 0) es un grupo conmutativo Es una cuestión 
sencilla comprobar que el producto «rxw : F x W — W satisface las propiedades 
pedidas a un producto por escalares. Así que (w, wxw, 0, F, E) es un espacio 


vectorial! m 

Ejemplo 16 C (R) =[f:R=R | f es continua) es un subespacio de RE: 
1. La suma de dos funciones continuas es continua. 
2. La función constante Ú es continua. 


3. El producto de un escalar por una función continua es continua. 


Recordemos que F(X) = {f : X = F | sop (f) es finito). Aquí hay que recordar 
también que 


sop (f) = {x € Dom (f) | f (=) # 0}. 


Entonces 
Ejemplo 17 FW) < FX pues: 


1. La suma de dos funciones f, g € FX , de soporte finito es de soporte finito, 
puesto que sop(f+9) C sop(f)U sop(g). (La unión de dos conjuntos finitos es 
finita, y un subconjunto de un conjunto finito es finito). 


¡Por ejemplo, (cd) - W = c- (d - W) para cualesquiera escalares c, d y cualquier W € W, porque lo 
anterior se cumple para cualquier vector en V. 
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2. La función constante 0 tiene soporte Ů, que es finito. 


3. Sic es un escalar y f es una función de soporte finito, entonces c- f tiene soporte 


finito ya que sople: f) C sop(f) (Kef) (©) #0 = c(F (2)) 40> f (2) 40). 


Definición 19 Si A € Muxm (F), su transpuesta es la matriz A* € Mmxn (F) tal 
que Aj; = Aji- 


Definición 20 Decimos que una matriz A € Myxn (F) es simétrica si A = At. 


Ejemplo 18 Denotemos por S, = [A € Mnxn (F) | A es simétrica). Entonces S, < 
Maxn (F). 


Demostración. 1. Supongamos gue A, B son matrices simétricas. Entonces (A+ 


B); = (A B)ij = Aij } Bij = AL. i Bt, = Aji ň 


2. La matriz de ceros es simétrica: O;; = 0 = O, ;. 
3. Si A es simétrica y c es un escalar, entonces 


(cA) cAi j = cA; = (cA) (cA);;- 


ij ji 


Ejemplo 19 Denotemos por T, = {A € Mnxn (F) | Aij =0 si i > j}, .(el conjunto 
de las matrices triangulares superiores). Entonces T, < Mnxn (F). 


1. Supongamos que A,B son matrices triangulares superiores y sea i > j. Em- 
tonces (A+ B);; = Aij + Bij = 0+0 = 0. Por lo tanto A+ B es una matriz 
triangular superior. 


2. La matriz de ceros es triangular superior:: O¿¿=0 sii > j. 
3. Si A es triangular superior, c es un escalar, e i > j entonces (CA), =A= 
c0 = 0. 


2.2. El subespacio generado por un conjunto 


Teorema 5 Si (Wat,ex es una familia de subespacios vectoriales del espacio FV, 
entonces N {Wa} cx también es un subespacio de V. 
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Demostración. 1. Sean 7,Y € N(Wa),ex, entonces 7, y € Wa, Va € X. Como 
cada Wa es cerrada bajo la suma, entonces £ + y € Wa, Va € X. Por lo tanto 
TEEN IWa ex: 

2. 0 € Wa, Va € X, por lo tanto Õ € N E 

3. r € F, Z E N{Wa}acx > T E F, Z E Wa, Va E€ X > rZ € Wa, Va E€ X => 
rZ EN Wahcx. m 


Definición 21 Sean pV un espacio vectorial y X un subconjunto de V, definimos 
L(X)=NA{W <V|X cW}. 


£ (X) se llama el subespacio de V generado por X, debido a que es el menor subes- 
pacio de V que incluye a X. 


Teorema 6 £(X) es el menor subespacio de V que incluye a X. 


Demostración. Como £ (X) = N{W <V |X CW} es una intersección de 
subespacios de V, entonces £ (X) también lo es, de acuerdo con el Teorema 5. 

Por otra parte, si W es un subespacio de V que incluye a X, entonces pertenece 
a la familia de subespacios que estamos intersectando al definir £(X). Por lo tanto 


2(X)<W.u 


Ejemplo 20 Sea „V yvEV. Entonces 


£4V) =fc-0] ce Fi =: Fo. 


Demostración. C) (c-0|cE€ F} =: Fď es un subespacio de V que contiene a 


1. cv + dů = (c+ d) Y € FV. Por lo que F% es cerrado bajo la suma. 
2. 0= 00 € Pů. 

3. c € F,k > c(ků) = (ck) 0 € Fö. 

4. g= 10 E€ Fv. 

Como Fy es un subespacio vectorial que contiene a V, debe entonces ser mayor o 
igual que el menor subespacio que tiene la propiedad, es decir que £ ({0}) € Fv. 


D) Por otra parte, como v € £ ({0}) < V, cada múltiplo escalar de Y debe estar 


en £(fv)), es decir, FU C £ ({0}). m 
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Ejemplo 21 £(£(1,2))) = {(k, 2k) | k € R} < R?. 
y 


Observación 12 W < V & W = £ (W). 


Demostración. <) Obvio. 

>) 

Como W C W < V, entonces £ (W) < W. 

Por definición, un conjunto siempre está incluído en el subespacio que genera. 


Por lo tanto, W C £ (W). m 
Definición 22 Si Wi, Wa < V, W + W; =: £(M U W2) . 


Proposición 3 Si W,, Wa < V, entonces 
Wi, + Wa = {0 + Wa | wi € W,, W E€ Wa). 


Demostración. Denotemos con S al conjunto 
(u + W | WE W1, a € Wa) 8 


Este conjunto es un subespacio de V, que incluye tanto a W1 como a W: 
En efecto: 
1. Supongamos que Wi, 41 E W, y que Wz, ua € Wa, entonces (W, + W) + 


(üi + z) = (Wy + 1) + (wa + z) € S. 
2.0=0+0€68 
3. c- (W1 + W) = cu, + cua E S. 
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4. Vw € W, W=W4 0 € S. Por lo tanto WCS. 
5. VW € Wa, w = 0 + w € S. Por lo tanto Wa C S. 
Entonces S es un subespacio de V que incluye a W1 U W3. Por lo tanto 


L (W1 UW) < S. 


Por otra parte, Vw; € W1, wa € Wa, tenemos que ambos elementos pertenecen a 
W, U Wa, así que w1, W2 € £ (W U W2). Por lo tanto W + Wa € £(W, U Wa). 
Entonces 


SCL£(W UM). 
u 
Teorema 7 Si X C pV yX%0 entonces 
£(X)=[(01%,+..+0. 8 |n EN, zi E€ X, me F}. 
Demostración. Denotemos con (X) al conjunto 
{aiti +... +0. |n EN, 7; €X, œE F}. 


Es claro que (X) es cerrado bajo la suma, que contiene a 0 y que es cerrado bajo 
multiplicación por escalares. Entonces es un subespacio que incluye a X. Por lo tanto 
£(X) C(X) 
Por otra parte, dados cualesquiera vectores 
11, Ta, T3, ++) Un E X 
y escalares 
Q1, 02,03, ..., An, 
entonces, como X C £ (X), tenemos que 
L1, Ta, V3, +) En E £ (X) > 
que como es un subespacio, también contiene a los múltiplos 
0171, 4212, 4383, ..., An Un de T1, T2, T3, ++ Tp, 
respectivamente. Como £ (X) es un subespacio, entonces 


> j 


0171 +1 49 TL) | azt Pre. EA Tr £(X), 


Vaj, 02,03, ..., Op E F,VX1, 12,3, ..., En € X. 


Por lo tanto (X) C£L(X). m 
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Definición 23 Dada {Wa}acx una familia de subespacios de pV, definimos 


y Wotuex =:£ (U {Wa}acx) : 


Es decir, la suma de una familia de subespacios es el subespacio de pV generado por 
la unión de la familia de subespacios. 


Teorema 8 > (Wa), ¿x es el menor subespacio de V que incluye cada Wa. 
Demostración. Primero notemos que 
Ws C U {Wa}aex E £ (U {Wa}aex) = X WaJaex- 
Ahora, si Ws C Z < V, VS € X, entonces U {Wa }acx E Z, por lo que 


L (U{Wa tacx] S Z. 


De lo anterior, vemos que £ (U {Wa }sex] = È {Wa }acx es el menor subespacio que 
incluye a cada Wa. m 


Observación 13 X CY CV > L(X)Cc L(Y). 


Demostración. £ (X) es el menor subespacio que incluye a X y por otra parte, 


XCYC£M)<V. a 
Proposición 4 Para cada X, Y C V, se tiene que 


L£(XUY)=£()+£(1)=£(£()U£(Y)). 


Demostración. £(X) + £(Y) = £(£(X)U£(Y)), es cierta, por definición. 
Ahora, 
XUY CL(XJUL(Y) C L(L(X)UL(Y)) > 
) 


) e 
>£(XUY)C£(L£(A)UL£(Y). 
Por otra parte, X C XUY => £(X) C £(XUY). Análogamente, £ (Y) € 
£(XUY). Por lo tanto, £(X)U£(Y) C £(XUY), así que 
£(S(X)US(Y)) C S(XUY). 


u 
De la proposición anterior basta recordar que £(XUY) = £(X) + £(Y). 
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Teorema 9 (Ley Modular) Si X,Y,Z son subespacios de pV tales que 


X<Y, 


3 


entonces 
Yn(Xx+2)=X+(Yn2Z). 


Demostración. >) X, (Y N Z) C Y, también X, (Y NZ) C (X + Z). Por lo 
tanto 
[X+(YNnZ)EYIA[X+(Y0Z)C€(X+2)]. 


Entonces 
X+(YNZ)EYnN(X+2). 


C) Sea y € YN(X + Z), entonces y = 4 +2, con X € X, 7 € Z. Basta demostrar 
que Z€ Y N Z. Pero 2=y- EY +X =Y (ya que X < Y), además ZE Z. m 


Definición 24 Sean W,, Wa < V, se dice que V es la suma directa de W1 y Wo si: 
1. Wi N Wa = (0) Y 
2. W, +W =V. 


En esta situación, escribiremos V = W; @ W2. 


Cuando W, N W> = (0). escribiremos Wi + Wa = W, @ Wa. 
Teorema 10 Son equivalentes para W, K <S V : 

1. V=WeOK. 

2. K <V y es máximo con la propiedad de que W N K = (0) : 

3. K <V y es mínimo con la propiedad de que W + K = V. 


Demostración. 1) > 2) Es claro que WN K = (0) . Veamos que K es máximo 


con esta propiedad: 

$ KS<V=>Kn(K+W) = K+ (Kn W) (por la Ley modular). Por otra 
parte, KO(K +W) = KNV = K’. Por lo tanto K= KM K +W) = K+(K NW). 
Así que (KN W) 4 (0), pues de otra forma K= K. 


En resumen: K $ K< V => (KAW) 4 (0) a 
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1) > 3) Resta demostrar que K es mínimo con la propiedad de que K+W = V : 
Supongamos que K’ K < V. Entonces KN (K+W) = K+(KnW) = 
K+ (0) = K’. Entonces K+ W V, ya que en caso contrario, K = K 


2) > 1) Basta demostrar que W+K = V. Supongamos que W+K S V. Entonces 
dř € V\ (W + K). Así que K $ K+ £(17)). Ahora, W € WN (K+ £(17))) > 
w E€ W AÑ= k +a, para alguna a € F (note que a * 0 implica que y € W + K, 
o) por lo tanto W = k € WNK = (0). Es decir, W N (K + £ ({2})) = (0), 
contradiciendo que K es máximo con esta propiedad.. Por lo tanto, W +K =V y 
así W Q K = V. 

3) > 1) Ejercicio. m 


Ejemplo 22 En R* sean 


R)=(fERF|f(2)=f(=2)), 


R) = {f ER? | f(=0)=-1(0)). 


Entonces P (R), T(R) < R? (la demostración de esto se deja como ejercicio), 
además: 


1. Para f € P(RINZ (R 


f(x) = f (~x) = —f (x). Esto implica que 2f (x) = 0. 
Por lo tanto, f (x) Vx 


), 
0,Vx € R. Por lo tanto f = Ô. 


2. Para f € RE, f (r) = MDC TA E P(R) +7 (R). 
Concluímos que RÈ = P (R DIR Y. 


senlx) si x<0 
a—Te si 2>0? 


Ejemplo 23 Sea f (1) = i 


nuación: 


cuya gráfica se muestra a conti- 
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Tomando p(x) = Z 
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E vemos las gráficas de f, p yn: 
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Ejemplo 24 En M,(R) sean S, (R) = 
M,(R) | A = —A'}. Entonces S, (R), A 


(R) < Mn (R), (Ejercicio). Además: 


Oe tesis V 


1. AESA(R)NA,(R)>A=4'=-A=>A=| : +. : 
00 


2. Para C € M, (R), C = 4 (C + C*)+4 (C — C). Como $ (C + C*) es simétrica 
y 4 (C — C") es antisimétrica, entonces C € S, (R) + An (R). Por lo tanto 
Mn (R) = Sn (R) + An (R). 

Por lo tanto M, (R) = S, (R) BA, (R). u 


Teorema 11 Son equivalentes para W, K < pV : 


LV=WỌK. 


2. V € V, 3lw W, 31% K tal que 7 = U +k. 


3. V =W +K y0 se puede escribir de manera única en la forma č + k con 
WEeWykekK. 


Demostración. 1) > 2) Es claro que Vi € V)0=4w +k con WE W yk EK 
(V = W + K). Ahora supóngase que Y = Wi + kı = W + k, con W € W, kı € K, 
entonces Yi — Y = k — kı EWAK= o), por lo tanto W. = Wy k = ku. Con lo 
que queda demostrada la unicidad.. 

2) > 3) Inmediato. 


3) > 1) Basta demostrar que W N K = (0). Sea y € W N K, entonces 0 = 
0+0=%+(-2). Por lo tanto 7 = 0. m 


Proposición 5 X C pV > £(X)= U £(Y). 
YCX 
Y finito 


Demostración. >) Y C X > £(Y) C £(X). En particular, £(Y) € £(X), 
para cada subconjunto finito Y de X. Por lo tanto (UJ £(Y)C£(X). 
včx 


Y finito 


C) Si X es finito, no hay nada gue demostrar. Podemos suponer gue X es infinito, 


y en particular, que es 4 0. Si 0 4 G € £ (X), entonces U = aď1 + 498) +... + 44 Es, 
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con k € N, a; € F, Z; € X. Entonces UY € L((2,, La, ..., Ty), note que [£,, E2,..., Tx) 
es finito. 


Por lo tanto £(X) € U £(Y). u 


2.3. Dependencia e independencia lineal 


Definición 25 S C V es linealmente dependiente (I. d.) si 18 € L(N APP). 
Ejemplo 25 (0) es linealmente dependiente: 

ö e (0) =2(0)=e((0)1 0). 
Observación 14 Son equivalentes para SC pV: 


1. S esl. d. 
2. IZ E S tal que £ (S) = £ (S\{2}). 


Demostración. 1) > 2) Sea Y € L(S\{7}). Entonces S7} ES > LS AT?) < 
£(9). 

Por otra parte, 7 € L(SN (1) > {7} € £( (7). Como también se tiene 
que S\ {7} C L (S\{7}), entonces ({7} USA (EJ) C L(S (29) . Es decir que S € 
£L (S\ (7). Por lo tanto £(S) < £ (9\{2}). 

2) > 1)Si £(S) = £(N ($), para algún Y € £, entonces Y € £(S) = 
USA) 

Teorema 12 S = ([%,,E2,..., Tn) C FV es l. d.. © Ji € (1,...,n) tal que Y, € 
2 (ta, 14<i)). 

Demostración. =) £, € £ ({7; | j < i}) C £(M {7;}) (que existe dado que S 

es I. d.), entonces Tm = >, a;ď;, además j > m implica que a; = 0 (m es máximo), 


i=1 


1=1 


i<m 


por lo tanto: 
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Teorema 13 Son equivalentes para y C FV : 
1. y esl. d. 
2. IZ E y tal que L(y) =£(N {7}. 
5. IBC y, B finito, tal que B es l. d. 
4. IB C y, B finito, tal que 0 = Y ay, con algún a; £ 0. 


y; eb 
Además, si y es finito y y =([%,,..., En): 


5. Ji € [1,...nj tal que Zi E £ ({2; | j < i}). 
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Demostración. Con lo que se ha demostrado hasta este momento, únicamente 


falta demostrar la equivalencia de 4) con las demás proposiciones. 
3) > 4) 


= zů con a; = —1 Æ 0. 
à) 3 3) 
Supongamos que 8 = [Yi Jz, --, Ya) AD = 2 con algún a; 4 0. 
=1 
Sea aa € [a1,..., An | tal que aq Æ 0. Así, tenemós que 


n 


—=0dYd 5 > ayi 
i=l 
id 


esto implica que 


= (Jue em. 


Por lo tanto, G es l. d. m 
Ejemplo 26 En F [2], S = {1, x, x°,. y no es l. d. 


Demostración. Sea T C S, T finito > T = {x", 2%, ... ay. 
Sir eg (T\ {x'}) entonces 1! = AT + 04,2% +... 
lo tanto S no es l. d. m 


> ; v 
aj, con ik Æ l o. Por 
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Definición 26 SC pV esl. i. (linealmente independiente) si S no es l. d. 


Ejemplo 27 Ø Cy V esl. i. 


Pues si Ø fuera linealmente dependiente, 37 € Ø, tal que ZE L£(M (1)), o. 


Observación 15 Son equivalentes para Y Ep V : 


1. {Z} esl. i. 

2. 220. 

Demostración. 

{7} es l. i. 
> 
- (Až € {7} tal que ZE £( 471 2) 
> 
YZ E {7}, Zg LUIH 
> 
ze 25 (ay) = £(0) = (0) 

> 


220. 
u 


Proposición 6 SCTCV, Sl. d.>T esl. d. 


Demostración. S l. d. > 31 € S C T tal que 7 € L(S (27). Pero £(5 {7}) C 
LTDA... ZE L(T\{2} y Tesl.d. m 


Corolario 3 Ue S >> (0) SS sesia 


Corolario 4 SCTCV TI 1i.>Sesl.i. 
Teorema 14 Son equivalentes para S Cp V : 


1. S esl.t. 


2. Todo subconjunto finito T de S es l. i. 
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Demostración. 1) > 2) Por el Corolario 4. 
2) > 1) Por contrapuesta. Si S es l. d. entonces 37 € S tal que Y € £ (S\{7}) = 
U £(Y) = E £(T) para algún subconjunto finito T de S\ {7}. 

mio. 
<. Z € £(T) = £ ([TU1zH] (Y), por lo que TU {2} es I. d. 
En resumen: si S es l. d. entonces algún subconjunto finito T de S es l. d. m 


Corolario 5 Son equivalentes para y Cp V : 


1. yesli. 
2. YZ E€ y, LN {7} S £1). 
3. VB C y tal que B es finito, B es l. i. 


4. YB C y tal que B es finito, O= Y aj, > a; =0,Vi. 
EB 


2.4. Bases 


Definición 27 Decimos que B Cp V genera pV, si £(B) = V. También se dice 
que B es un conjunto generador de pV. 


Observación 16 Dado que V < FV y £(V) = V, entonces V es un conjunto 
generador de V. Así, todo espacio vectorial tiene conjuntos generadores. 


Definición 28 P Cp V es una base para pV si B esl.i. y B genera pV. 
Ejemplo 28 (1,x,1?,...2",...) es una base para F [x] 
Notación 2 1. J(p¿V) =[1XCV]|X esl. 1.) 
2. G(FV)={X CV |X genera pV}. 
Teorema 15 Son equivalentes para B Cp V : 
1. B es base de V. 
2. B es un elemento máximo en J (V). 


3. B es un elemento mínimo en G (V). 
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Demostración. 1) > 2) Es claro que G € J (rV), basta demostrar que es 
máximo. 
Supóngase que 8 © 5 entonces 37 € G9. Dado que £ (8) =p V, entonces BU {7} 
es l. d. (Z Er V =£(8) =£([6 U {2} NAT). 

Pero 8 U {7} C f*, por lo que B" £ S (FV). 

2) > 3) 

Dado que 8 € S (FV), basta demostrar que £ (8) =p V. 

Sea Y € V es claro que si 

1. si Z € B entonces ? € £(6). 

2. si Y Z B entonces 8 U {7} es linealmente dependiente, y entonces hay alguna 
combinación lineal 


0= 017; io OnTn | On+1T 


con 7; € B y con algún coeficiente distinto de 0. Notemos que an+1 7 0, pues en caso 
contrario tendríamos que 6 es l. d. Por lo tanto 


artı —...— Qnn], 


es decir, Y € £ (8). 
Concluímos que 8 € G (FV). 
3) > 1) Basta demostrar que £ es l. 1. 
VZ E€ b, £ (8\{7}) Er V =£(8)...Besl.i m 


Definición 29 pV es finitamente generado si 3X C V, X finito tal que X € G (V). 


Observación 17 X € G (V) & el único subespacio de pV que incluye a X es V. 


Teorema 16 pV finitamente generado por X = 38 C X tal que B es base para V. 


Demostración. 1. Si X es mínimo en G (pV), tomemos $ = X. 

2. Si X no es mínimo en G (FV) , entonces 3X; © X tal que X; € G (V) . Entonces 
X ya es una base de pV, en cuyo caso tomamos 8 = X1 o bien IX; S X1 tal gue 
Xə € G (V). Así, mientras podamos, podemos repetir el argumento para obtener una 
sucesión de subconjuntos generadores de V : 


Z 


Notemos gue este proceso termina, pues si consideramos la sucesión de las cardina- 
lidades de los conjuntos de arriba, obtenemos: 


que termina, por el principio del buen orden. 
Termina precisamente cuando hemos encontrado un generador mínimo Xy. m 
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Teorema 17 Sea pV finitamente generado, G € G(pV), I € S (rV). Entonces 
H| < 16]. 


Demostración. Podemos suponer que I Z G (ya que si I C G, el resultado es 
inmediato). 

Sea G = [4,, Ya, ..., Ymy con IMG = {71 Y) k < m, (esto se puede conseguir, 
reenumerando los vectores, si hiciera falta). 

Sea 1 E€ NU NG), {21, Yi, Ya, Ym} es ld. (porque E, € L([Y1, Ya, Um). 

Ahora, como (21, Yi, Ya, ..., Ym} C I, se tiene que Jj > k tal que 

y, € LT, ..., Y;-1)) y así es claro que 


£ (11 Yi, Ya, o Tn YY) -i LH, my) = V. 


Lo que se ha hecho es tomar un elemento de G (y;) y cambiarlo por un ele- 
mento 7, de ING, de tal manera que se obtiene un nuevo conjunto generador (G1 = 


(CY U (31 )). 

De esta manera podemos repetir el argumento, con G1 e I. Notemos ahora que 
(IA G1) = (21, Yi, Ya, ..., Y) tiene un elemento más que (IN G): 2. 

Si tuviéramos que repetir el argumento una vez más, obtendríamos un nuevo 
conjunto generador G2, tal que 


(Un G) < [EN Ga)! ... < IG] 


esto implica que el número de veces que se puede aplicar el argumento es finito, y 
debe ser claro que el proceso termina hasta que 


IC Gk, 
es decir hasta que I = I N Gk, por lo que |I| < |G| = |G|. m 
En R’, G = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) € G(R*). Por lo tanto un conjunto 
linealmente independiente en R? tiene a lo más 3 elementos. Es decir 
XCR? |X| >32 X es ld. 
1. {(1,0,0, 1) , (0, 1,0,2) , (0,0, 1,3) , (0,0, 1, 4) , (—1, —2, —3, —4) } genera 
Rt y 


2. {(1,0,0, 1), (0,1,0,2) , (0,0, 1,0} es I. i. en R“. 
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Demostración. 1. Para ver que el primer conjunto genera R* resolvamos 


x(1,0,0,1)+y(0,1,0,2) + z (0,0, 1,3) + s (0,0, 1,4) +t(-1,-2,-3, -4) = 


= (a, b, C, d) $ 
que como sistema de ecuaciones tiene la matriz aumentada 
1 0 000- a 
0 100 22b 
0 0 11 -3 c | 
1 2 3 4 -4 d 
con forma escalonada y reducida: 
1000 -1 a 
0 100 22 b 
0 0 1 0 -13 4c-d+a+2b 
0 0 0 1 10 d—a—2b-3c 


2. Veamos ahora que [(1,0,0,1),(0,1,0,2),(0,0,1,0) es l. i. en R4 : 
Una manera de verlo es notando que en el conjunto anterior, ningún vector es 
combinación lineal de los anteriores. 


Otra, es resolviendo z (1,0,0,1) + y (0,1,0,2) + z (0,0, 1,0) = (0, 0, 0, 0) : 
1000 
0100 
0010]? 
1200 
1000 
3 0100 : 
cuya forma escalonada y reducida es oo1tol> es decir, x = 0, y = 0, z = 0. 
0000 
Ahora sean 
1 0 0 
0 1 0 
= 0 |? 0 [| 1 : 
1 2 0 
1 0 0 0 -1 
0 1 0 0 —2 
== 01 10 11 11111133 ? 
1 2 3 4 —4 
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entonces 


InG= 


-Oo © r 
Nore O 


0 
Como G genera V, entonces : U G es I. d. por lo gue algún vector en la 
0 
lista 
0 1 0 0 0 -1 
0 0 1 0 0 —2 
ZO POPILI PLI P =- 
0 1 2 3 4 —4 


es combinación lineal de los anteriores. Es fácil ver gue éste no es el primero, ni 
el segundo, ni el tercero. El cuarto vector no puede ser c.l. de los anteriores, pues 
tendría que ser múltiplo del primero (observar las dos primeras coordenadas). El 
quinto vector es c.l. del primero y del cuarto vectores de la lista: 


0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 

1110 O |> k Pad 

0 1 2 3 4 

Resolvamos 

0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
£ 1 +y 0 +2 0 + 1 = 1 
0 1 2 3 4 
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01000 
a 00 100 . 
Cuya matriz aumentada es: 10011] © forma escalonada y reducida: 
0 12 3 4 
1000 -3 
0100 0 
0010 0 . Por lo que 
4 
00.015 
0 0 0 
0 0 0 
1 -1/3 1+4 /3 1 
4 0 3 
0 
Ahora, podemos guitar a del conjunto 
4 
0 1 0 0 0 -1 
0 0 1 0 0 —2 
1101 10 T 1111133 
0 1 2 3 4 —4 
obteniendo: 
0 1 0 0 —1 
0 0 1 0 —2 
11 10110 11 -3 
0 1 2 3 —4 


que sigue generando R“ y que incluye al conjunto /. m 


Teorema 18 Si pV es finitamente generado, entonces todas las bases de V son 
finitas y tienen el mismo número de elementos. 


Demostración. Sea y C V un subconjunto generador finito, y 3, 8' dos bases 


de V. 
Por el teorema anterior, |8|,|8'| < Iyl. 
Ahora, 


pEJ(V), PB EG (V) => 18] <18 T. 


Simétricamente, tenemos que |8 |< ||. m 
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Definición 30 Sea FV finitamente generado y B una base de pV. La dimensión de 
FV es |6|. 


Teorema 19 Son equivalentes para B Cp V con dim(V) =n: 


1. B es base. 
2 BESJ(V)A|B|=n. 
3. BEG(V)A|B|=n. 


4. B = {2 ny A VZ Flor, ..., On E F tal que € = Ti +.. + Ay En. 


Demostración. 1) > 2) Es claro, por el Teorema 18. 

2) > 1) Basta demostrar que J (V) es máximo. Supóngase que 6 © 9. Como 
la dim(F V) es n, esto significa que hay un conjunto generador con n elementos (una 
base). Por lo tanto un conjunto con más de n elementos como p’ debe ser l. d. 

Por lo tanto, B G P' > 9 es l. d. 

1) > 3) Es inmediato del Teorema 18. 

3) > 1) Hay que ver que 8 es mínimo en G(V). 

Si 6" © G, entonces 8 £ G (V), ya que 


Pp E€G(V), BE J (V) = 181 <18 <18l. 
1) > 4) Sea V Ep V, entonces 


V= atı Ari AnTn; 
con a; € F. Si además, 
T = yita +.. + Ynn, 
entonces 
O =0 -7 = ai +... + Ann — (V121 +- + ln) = 
= (ar — V1) 81 +... + (an — Yn) En 
y como £ es I. i., tenemos que 0 = (a1— 71) =... = (an — Yn), es decir que 


01 = Y1, An = Yn- 
4) = 1) Es claro que 8 genera pV, ahora, si 0 = $` a;T; entonces, dado que 
i=l 


n 
también se tiene que 0 = 0 - %;, la hipótesis de unicidad implica que 
i=1 


0=a1=..= An, 


por lo tanto 0 es l. i. m 
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Ejemplo 29 EnF [|x], Pa (F) = {f € F [x] | grad (f) < 0)U40 (z)) es un subespacio 
de F |x] y B =Al,z, x°, ...,x") es una base de P, (F). 
Escojamos ahora n +1 elementos distintos en F, 


ao, 01,..., An - 


Definamos el polinomio 


Notemos que 
l sir=1 


Hej- 0 sirAi 


Si X aifi =0(x) € P, (F), entonces evaluando en a,tenemos que a; = 0, y esto pasa 
i=0 


para cada i € [0,...,ny. Por lo tanto { fo, ..., fn} es L. i. y como Kfo,..., fa} =n>+1, 
tenemos que { fo, ..., fn} es una base para P, (F). 

Así, si queremos un polinomio en R" cuya gráfica en R? pase por los n +1 puntos 
del plano (ao, dy), ..., (An, d,), es fácil ver que g(x) = dofo +... + dnfn, cumple lo 
requerido. M 


Ejemplo 30 Construyamos un polinomio s (x) cuya gráfica pase por los puntos 


(—3,3) , (—2, —1) , (—1, 0) , (2, 4) , (5, —1) : 


Denotemos aa = —3, ai = —2, aa = —1, a3 = 2, a4 = 5 
JI (z— a;) 
j=0 
f= JA 
IT (a; — as) 
j=0 
Ji 
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Ahora, 
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Teorema 20 Si y es I. i. en un espacio vectorial pV de dimensión n, entonces 
JB Cp V, base tal que y C B. 


Demostración. Sea 5" una base de pV. Como 8’ genera pV y y es l. i., entonces 
M < 181. 

Sea y =, Un) y B =4121,..., Zn) y reordenemos los elementos de y y 8’ de 
manera que y N 8’ = [Yi = Z1,..., Yk = Tk} . Entonces k < m < n. 

1. Si k = m entonces yN 8’ = y, por lo que y C 8" y no hay nada que demostrar. 

2. Si k < m, entonces [Y;+1, Ti, ..., E, y es I. d. Entonces existe un vector que es 
combinación lineal de los anteriores (y no es 4x41 porque es Æ 0, por ser parte de un 
conjunto l. i.) Entonces Ji € fk,...,n) tal que Z; € £(ffxabUtž;|j<1)),(i> k, 


porque si i < k, entonces [Yx+1, X1,- Zi} C y, que es I. i., 9). 

Lay Už | j E {1, 0 n} TJ) = LY Tr En)) 

= LT.) =p V 

Entonces {Jk} U {Z; | j € L1,..., n} \{7;:}} es un conjunto generador de pV con 
n elementos, por lo gue es una base de pV. 

Tomemos P“ = fyeyabUfz; | j € [1,..., nj \ {Z:}} y repitamos el argumento, con 
y y 8”, notando que ahora, 


Y A pa (Y, A 


Con un elemento más en la intersección. 
El argumento se puede repetir hasta obtener una base 8 tal que 


vn 6 = (Y, < Yks Yk+1, <- Ym} = 
u 


Observación 18 Si pV es un espacio vectorial de dimensión n y W < V, entonces 
FW tiene base y dim(W) < dim (V). 


Demostración. Todo subconjunto de W que sea I. i., también es l. i. en V. Un 
subconjunto linealmente independiente de pV tiene a lo más n elementos. 

Tomemos un subconjunto Sı de W l. i. (si hay: por ejemplo Ø). Si es máximo 1. 
i. entonces Sı ya es un base de W. Si no lo es, es porque hay un conjunto S2 que 
contiene propiamente a Sı (y por lo tanto tiene más elementos). Podemos repetir el 
argumento mientras no encontremos un conjunto l. i. máximo. Así obtenemos 


A5. E Sk 


sucesión de conjuntos l. i. en donde cada conjunto tiene por lo menos un elemento 
más que el anterior. Por lo tanto n > |S] > k — 1. Con esto vemos que el proceso 
termina, y termina cuando hemos encontrado una base de W. m 
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Teorema 21 Sea pV un espacio vectorial de dimensión n. Entonces 
Wi, Wa <p V => dim (W + Wa) = dim (W) + dim (W2) — dim (W n Wa) ; 


Demostración. Sea 9; una base de Wı N W2. Como 8; C Wi es I. i., entonces 


Jy, C W tal que 6; Ú yı es una base de Wi. 


De la misma manera, Jy, C Wa tal que By Ú ”y, es una base de Wz. (Notar que 
Y2 Ny, = Í, pues un elemento w en y, N y, pertenecería a £ (91), con lo que 8; Ú M 


A v 

sería l. d.o). 
Nuestro objetivo es demostrar que 84 Uy, U ya =: P es una base para Wi + W. 
1. 61 U y1 Uy genera Wı + Wa : 


£(8,Uy Uy) = £ ((8, Uy) U (61 U 72)) = 


= £L (81 U 71) + £ (61 U y2) = Wi + W2. 


2. B1 U 71 U79 es linealmente independiente: 

Si 61 U y1 U y fuera l. d. entonces habría en 8, U y, U ya un vector que depende 
linealmente de los anteriores (escríbanse primero los elementos de 84, después los de 
Jı, y por último los de y2). Como 8, U y, es I. i., por ser una base de W1, entonces 
habría un elemento %; de y, que es c.l. de los elementos anteriores. Digamos que 


Z =J+72+) r, JE £(B,),7€ LM), 
ij 


entonces 


Z=: 2j- ri =0+7, YE Lp) ZEL), 
i<j 


entonces 7 € £ (y3) N £ (81 U 71) € W, N W2. Como 6, es una base de W1 N Wa, 
entonces Y € £ (6). Pero entonces 9, U {2} es I. d. pero por otra parte 


X — > Li > CUL, W € Bi > T = > Ti + > Ci; 
$ l i l 
i<j i<j 


> O au) es l.d. 


iz ; ; v 
pero también es un subconjunto de PB, U y, que es l. i. por ser una base de Wa o . 
Esta contradicción muestra que 64 U y, U y, es I. i. 
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Por último, 


dim (W, + W) = |B, 011 02 = CEA Flyal + bil- [611 = 


2.5. Conjuntos parcialmente ordenados 


Definición 31 Un conjunto parcialmente ordenado (COPO) es una pareja (S, <) 
donde S es un conjunto y S es una relación de orden en S. 


Recordemos que una relación en un conjunto S es de orden si es reflexiva, simétrica 
y transitiva. 


Definición 32 Sea (S, <) un COPO, un elemento x € S es máximo si 


= 


Jy € S tal que [x < y] A [z A yl). 


= 


Es decir, x es máximo cuando no hay elementos mayores que z. 

Otra manera de decir que x es máximo en S es: 

TEYYES=>=Y. 
Definición 33 Un COPO es una cadena (o conjunto totalmente ordenado) si 
VI.YES, TSYVYST. 

Ejemplo 31 (N,|) no es una cadena: 2 /3 A 3 2. 
Definición 34 Sea (S, <) un COPO, 

1. x € S es el elemento mayor, si 


s<xVsEsS. 


Denotaremos may(S) al mayor elemento de S, cuando lo haya. 
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Figura 2.1: 


2. TES es el elemento menor, si 


<sVsE€S. 


Observación 19 Si (S, <) es un COPO y T C S entonces T xT C Sx S. Como 
< es una relación en S (< © SxS “a relación < es un subconjunto de S x S), 
entonces [€ N (T x T)| C Tx T Denotemos < N (T x T) por <r . La relación Sres 
una relación de orden en T. 


< inc S Se S 
inc inc 
<r inc T Sé T 


Ejemplo 32 Por ejemplo (N,|) es un COPO, y [1,2,3,..., 10) C N. 


Observación 20 No se deben confundir los conceptos de máximo y mayor. En el 
ejemplo anterior, no hay elemento mayor y hay 5 elementos máximos. 


Sea (S, <)un COPO y sea A C S. Una cota superior para A en S es un elemento 
u € S tal que 
a<u, Va € A. 


Ejemplo 33 Una cota superior para (1,2,..., 10) en (N,|) es 7560. 
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945 1080 840 
8 [7560 , 7 [7560 , 9 [7560 . 
0 0 0 


Definición 35 Sea (S, <)un COPO y sea A C S. Una cota inferior para A en S 
es un elemento l € S tal que 
l<a, Va € A. 


Notación 3 Sea (S, <)un COPO y sea AC S. Denotaremos por A! al conjunto de 
cotas superiores para A, denotaremos por A! el conjunto de cotas inferiores de A. 


Definición 36 (S,<)un COPO y sea AC S. 


1. Si existe un menor elemento en el conjunto de cotas superiores de A, lo lla- 
maremos el supremo de A. En símbolos: 


sup (A) =: men (A!) . 


2. Si existe un menor elemento en el conjunto de cotas inferiores de A, lo lla- 
maremos el ínfimo de A. En símbolos: 


ínf (A) =: may (A"). 
Ejemplo 34 En (N,|) el conjunto de cotas superiores para dos números n,m es 


el conjunto de sus múltiplos comunes, y el menor de los múltiplos comunes es su 
minimo común múltiplo. Es decir 


sup {n,m} = men {b | n divide a b,m divide a b } = m.c.m. {n,m}. 


Ejemplo 35 Un subconjunto A de R, con el orden usual, tiene supremo si está aco- 
tado por arriba (es decir, si tiene cota superior). Esto se conoce como Teorema del 
Supremo. 


Ejemplo 36 Sea (p(X),C) el COPO de los subconjuntos de un conjunto X, con 
el orden parcial dado por la inclusión. Entonces: 


sup (4, B} = men{Y | ACY,BCY}=AUB. 
inf {A, B} = may{Y |Y C A, Y C B}= AAB. 
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Figura 2.2: 


Ejemplo 37 En el COPO (41,2,3,...,10),|), 
1. sup {2,3} = 6. 
2. inf{6,9} = 3. 
3. {4,6} = {2,1}. 
4. {3,5}! = 0. Por lo que {3,5} no tiene supremo. 


Observación 21 El supremo de un conjunto A en un COPO (S, <), si existe, es 
único. 


Demostración. Sean u y v dos supremos para A. Entonces u,v € AŤ. Como u 
es el menor elemento de A? y v € AÌ, entonces u < v. Por simetría, v < u. Así que 
U=0. ME 


Notación 4 Escribiremos a < b ó a $ b, para indicar que a <S b ^ a Æ b. 


Observación 22 Sea A C S, (S, <) un COPO. Son equivalentes para u € S: 
= u no es el supremo de A. 


= u no es cota superior de A V (u es cota superior de A, pero no es la menor). 


a (Ja € A tal que u < a) V (Iv € AŤ, tal que v < u)Las definiciones anteriores 
nos servirán para demostrar resultados para espacios vectoriales no necesaria- 
mente finitamente generados. Por ejemplo necesitaremos demostrar que todo 
espacio vectorial tiene base. En la sección siguiente introduciremos (como axio- 
ma) el Lema de Zorn. 
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Figura 2.3: 


2.6. Lema de Zorn 


Axioma 1 (Lema de Zorn) Sea (S, <) un COPO no vacío, si toda cadena en S 
tiene una cota superior en S, entonces A contiene elementos máximos. 


Ejemplo 38 Sea X un conjunto y consideremos el COPO (p(X),€). Si (Ya aex 
es una cadena en p(X), entonces U {Ya}acx es una cota superior para la cadena y 
pertenece a p(X). El Lema de Zorn nos dice que p(X) tiene un elemento máximo 
y es claro que éste es X. 


Ejemplo 39 Un ideal de Z es un subconjunto cerrado bajo la resta, entonces un ideal 
de Zresulta ser un subgrupo aditivo y por lo tanto es de la forma nZ, n € Z. Defi- 
namos R (Z) = [AG Z | A es un ideal propio) . De nuevo es claro que (R (Z) ,C) es 
un COPO (por ser un subconjunto de p (Z)). R(Z) 40, y si {Aa}acx es una cadena 
en R(Z), entonces ULA.) ex es una cota superior para la cadena (hace falta ver 
que es un ideal). El Lema de Zorn nos garantiza la existencia de ideales máximos 
propios. De hecho, son de la forma pZ, con p un número primo. 


Teorema 22 Todo espacio vectorial pV tiene base. 
Demostración. (J (V), C) es un COPO, donde 


I(V)={ICV]|Iesl i}. 


2.6. LEMA DE ZORN ol 


Además S (V) 4 0, pues 0 € S (V). 

Tomemos (Za), ¿x una cadena en J (V). Es claro que U(la) ¿y es una cota 
superior para la cadena, veamos que sigue perteneciendo a S (V). 

Sea F C UfL) 


finito 
UaJaex es una cadena, entonces (Ia, );c(1,..;, también lo es y entonces uno de los 


elementos de esta familia es el mayor. Entonces Ulla: het.) = Ía, por lo que 


F C Ia que es l. i., por hipótesis. Luego F es l. i. Como todo subconjunto finito 
finito 


de U {Ia }acx es I. 1., entonces Ulla; Je, E S V). 
El Lema de Zorn nos garantiza la existencia de un elemento máximo en S (V), 
pero un elemento así, es una base. M 


aex >» entonces F = (21, T2, ..., Tk} con Ti € I4,, digamos. Como 


Definición 37 dim(pV)=|8|, A ió 


Más adelante demostraremos que la anterior definición es buena, es decir que 
cualesquiera dos bases de un espacio vectorial pV tienen la misma cardinalidad. Esto 
ya lo sabemos para espacios finitamente generados. Pero hay espacios vectoriales que 
no son finitamente generados, como el espacio de los polinomios con coeficientes 
reales en donde hay un conjunto linealmente independiente infinito: 


{1,x,2?, S > 


ver el Corolario 5. 


Teorema 23 Todo subconjunto I l. i. en un espacio vectorial pV está incluído en 
una base de pV. 


Demostración. Apliquemos el Lema de Zorn al COPO 
T=(QJCV|I CI AJesl.i},C). 


La demostración es semejante a la del Teorema 22. Lo que obtenemos es un conjunto 
B máximo en 7. Resta demostrar que además de que B es máximo en 7, también 
es máximo en J (V). 

Si B S B“ , entonces B“ no pertenece a 7. Como incluye a I, lo que sucede es 
que no es l. 2. Por lo tanto B es I. i. máximo. m 
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2.7. Dimensión 


Teorema 24 W <p V > IW’ <V tal que V=WGBW ” 


Demostración. Sea G — W. Como hemos visto, un conjunto l. i. se puede 
base 


extender a una base de pV. Por lo tanto 3y os V con B C y. Sean 5 = NB, 
W= £ (p'). Entonces: 

1. pV = £ (7) =e (808) =L(B)+2£(8) =W +W. 

2. Si € W N W entonces dE £ (8), Y € £(8'). Digamos que 


DB 
¿=Y 10,0 Ep. 


Entonces £— £ = 0 = Y ud — (Y A0), que es combinación lineal del conjunto 1. 
1. y. Por lo tanto, todos los coeficientes son 0. En especial, Y = 0. m 


El siguiente Teorema es de gran importancia, pues nos dice que cualesquiera dos 
base de un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad, con lo que se puede definir 
la dimensión de un espacio vectorial como la cardinalidad de una base. 


Teorema 25 Sean A,B dos bases para pV, entonces |A| = |B|. 


Demostración. Haremos uso del Lema de Zorn. 


Sea 


Q= (M, F)|1 CA, Fe: > B, (BF L] >V) 


Li. 
definimos la relación < en Q por: 
(Lo, Fa) S (Ly, Fy) si Lg CI,AFy, = F. 


Ye 
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Vale la pena hacer énfasis en todo lo que se está pidiendo de © : 


Para cada pareja (I„, Fp) se está pidiendo que (BA [F, (1,,)]) sea ajeno con I+, y que 
su unión sea linealmente independiente en V. 
Nótese que a B se le quita la imagen de /, bajo F, y se reemplaza con Iy. 
1. Veamos primero que (©, <) es un COPO. 
a. (Iz, Fo) < (Iz, Fe) ya que Lo € Lo A Fa, = Pya 
I, = I}. Además Fr, = Fy. Pero también Fr, = Fr, = 
c. 


Ly, Ly C Is. Por lo que 
Fs. 


[(Lz, Fe) < (Iy, Fy)] A [Uy, Fy) < (Lz, F.)] > 


BEDEL 
y 
F; 
L >>> B 
inc. Ť 57r 
ly 
además 
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Entonces Fyr, = (Par) y = Ei, = F,. Por lo que I, C I, y Far, = Fa, es decir 


que (Fp, Ia) <(E,1).Q%0:(0,0)€0:0>> By BW (0)Ů0esl.ien FV. 
2. Sea {(Iz, F,)), ¿y una cadena en Q. Definimos 


F: Ae > B por 
v > K) sire’ 

a. Tenemos que ver que esta función está bien definida: 

Si y € I, A UE I, dado que (1,, Fy), (Iz, F.) forman parte de una cadena, entonces 
(I, Fy) < (L,,F.) o (L,,F.) < (I, Fy). Sin perder generalidad supongamos que 
(Iy, Fy) < (Iz, F,). Así tenemos que F, (v) = Faz, (V) = F, (0). 

b. Veamos ahora que F es inyectiva: si U 4 w, 0,0 € Uz) ex, entonces Y € 
I, w € Iz, y, 2 € X. Podemos suponer sin perder generalidad que (1,, Fy) < (I, F), 
por lo tanto U, € I,. Además F (v) = F, (U) = F, (v) 4 F, (w) = F (v) (recordar 
que F, es inyectiva). Por lo tanto F es inyectiva. 


c. Veamos ahora que ES (a, (3) U (a, (5) es l. i en pV. 


n (0))o (0) = [naruto 


= (o. eman)]u (a) 


Así, si [U1, ..., Un} € OB); y (1, my € U Us), entonces (1, ..., Wm} 
TE TE 


C Ly, p. a. y € X (por ser {(Iz, Fz)), ¿xy una cadena) y (Ur, ..., Un) C BAF (4). 
Entonces (0%, ..., Un, W1, -< Um} C BAF (I) U Ig, que es l. i. Hemos demostrado que 
cualquier subconjunto finito de 


jave (9,60) | u (9,00) 


es l. i. 


d. Por último, veamos que ES (9,0) > 


í ( U (03) son conjuntos ajenos: 
9.113). Entonces 


| 
sapnganos qu ay [aye (2,00) 0( 
) 


Te javr (9/03) = [TO 
ve BF (L)nI,p.areX9. 


| y VE Iz, p. a. x € X. Entonces 
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e. Con todo lo anterior, hemos demostrado que (U (L) F ) € ©. Además es 
claro que es cota superior para la cadena 1 (Iz, Frex)}rex - 


3. Por el Lema de Zorn, Q tiene algún elemento máximo (M, g). En particular 
M >>> B, y B\g(M)UM =V. 
Supongamos que (30 € B\g (M)) A (A\M 0). Entonces 


TEX > 


(BY(g(M) UL5))) UM > V (2.1) 
además £ (8 (g(M)Ufo))Ů M) Z V (pues de lo contrario 
TeL (B (g(M)U {0H Ô M) i 
y así B\ (g (M)) Ú M sería l. d.5) entonces 
AM £ £ ((B\ U (M) U (0) ÓM). 


(en caso contrario, A = (AAM)UM C £ (A (g (M) U {0})) Ú M) , por lo que 
V=2£(4)C0£ (A (g (M) U {7}) Ô M) 3.) 
Como AM Y £ (A (g(M)Uf0))Ů M) „30 € AMM tal que 


gL (a (g(M) U {0} Ò M)) (2.2) 
Definamos M = MU {wW}, y 9 por 
g M - B 
| inyect. | 
9 M inyect. B g(ú) =ü 


Tenemos que (M, 9) EQ: 
M = [BV (g9 (M) U [op] U (MU [0)), que es I. i. por 2.1 y 2.2. 


B\ (3 (M)) UM = 
Además [BY (g (M) U {0})] y MU {wÑ} son ajenos (obsérvese 2.2). 
) $ 


Pero entonces (M, g 


= v SARE Kra Aia 
( T, 9) o . La contradicción viene de la hipótesis 


(30 € B\g (M)) A(AM 40). 
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Por lo tanto 


BYy(M)=0VAM =0. 
4. Si A\M = entonces A C MC A. Por lo que 


A=My [Bw (4)ÚA] — v. 
Pero como A es I. i. máximo, entonces BY g (A) = 0, por lo que 
BCEgy(A) E B. 


Por lo tanto g es una biyección entre A y B. Por lo tanto |A| = |B|. 

Si B\g (M) = entonces g es suprayectiva, por lo que |A| > |M] > |B|. 

En cualquier caso, |A| > |B|. Por simetría, |B| > |A|. Por el Teorema de Cantor- 
Schroeder-Bernstein, |A| = |B|. m 


Teorema 26 Si |A| < |B| y |B| < |A], entonces |A| = |B|. 


Demostración. ([2]). 


Sean A ss B y A >>> B funciones inyectivas. 

Tomemos b, € B. Sib, € Im(f) entonces Jla, € A tal que f (ar) = bı. Si 
as € Im(g), entonces J!b; € B tal que a, = 9(bz), continuamos mientras sea 
posible. Obtenemos una sucesión 


bı Í | a Es | b2 i | az f [gs 


Tenemos tres posibilidades: 


La sucesión anterior termina en una ap porque az £ Im (g). (2.3) 
La sucesión anterior termina en una b; porque b; ¢ Im (f). (2.4) 
La sucesión anterior no termina. (2.5) 


Empezando con una a, en A, podemos repetir el anterior procedimiento, obteniendo 
una sucesión 


A 3 | bi f | az 2 | da f [2 


De nuevo, uno tiene las tres posibilidades mencionadas arriba. 
Definamos 


B4 =: {bı € B | (2.3)}, 
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Br=: {bi E€ B | (2.4)}, 


Bæ =: {bı € B | (2.5)}, 


y definamos análogamente, Ar, Ap, Áv- 


Ahora, observemos que 
far 


Aa >>> Ba 


es una biyección: 


Si la sucesión 


terminó, entonces la sucesión 


f(a) i | a z | bi J | az 2 | da i EE f | az 


también terminó. Por lo tanto la correspondencia a, > f(a1) va de Aa a Ba. Es 
claro que todos los elementos de By provienen de un elemento de A4. (Los elementos 
de B que no están en la imagen de f pertenecen a Bp). 


De la misma manera, 
9|Bp 
Bg >>> Ap 
es una biyección, y también 
fl Ao 


As >>> Bou 


es una biyección. 
Por lo tanto |44] = |Ba|, |Bs| = |Asl y [Axl = |Bool. 


Por lo tanto |A| = A4 Ù ABŮ Ao] = |BAŮ Bg Ô Bo =|B|. m 
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Ejercicios 
Ejercicio 25 Demostrar que en el ejemplo 11, (F*, +, Ô, ) es un grupo conmutativo. 
Ejercicio 26 Mostrar que Va, B € F, VA, B € Myxm (F), se tiene que 
(aA + BB) = aA + BB*. 


Ejercicio 27 Si pV es un espacio vectorial y U,W € V, entonces £({0,W}) = 


L ({0}) + £ ((0)) = {a7 + pU | a,b € F}. 

Ejercicio 28 £ (Ø) = £ ({0}) = (0). 

Ejercicio 29 Demuestre 3) > 1) en el Teorema 13. 
Ejercicio 30 Demostrar que P (R) ,T (R) < RF. 
Ejercicio 31 Demostrar que S, (R), A, (R) < M, (R). 


Ejercicio 32 Considere el sistema de ecuaciones con coeficientes en F: 


a+2y+5s8—t =0 
3x + 6y +32 + 21s- 2% =0 
dxr+10y+32+318-t =0 
3x + 6y +22 +19s4+ 2% =0. 


1. Tome F = R y muestre que el conjunto S de soluciones es un subespacio de 
RŽ. Encuentre una base para S. 


2. Lo correspondiente,. con F = Zs. 
3. Lo correspondiente,. con F = Z. 


4. Lo correspondiente,. con F = Zn. 


Ejercicio 33 Demostrar que 4 (C + C") es simétrica y 3 (C — C*) es antisimétrica, 


YC € M, (R). 


Ejercicio 34 Muestre gue U :R— R|f es continua y 0 = da s} < RE. 
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Ejercicio 35 Muestre que 
S= {f E R? | f sus dos primeras derivadas existen y f(x) = -f (1)) 
es un subespacio del espacio 
Co(R)=[fER?|£ (x) existe Yn € N,Vre R). 


Ejercicio 36 Muestre que sen(x) y cos(x) son un conjunto linealmente independien- 
te del espacio S del ejercicio anterior. 


Ejercicio 37 Construir un polinomio cuya gráfica pase por los puntos 
(=3, 3) > (—1, —1) , (0,0) > (5, 1 E 


Ejercicio 38 Digamos que f : R—>R tiene período k > 0 si f(x +k) = f(x), 
Vx € R. En este caso diremos que f es periódica. Por ejemplo, sen(x) tiene período 
2T. 


1. f : RR de período k y g : R— R de período A = rk,r € Q\ {0} > f +9 
es periódica. 


2. Diga un período para f + g. 
3. ¿Es W = {f : R >R |f tiene período 2nr,n € Z} un subespacio de RE? 
4. ¿fsen(nx) | ne N} € W? 


sen(10x4-2110) 
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Ejercicio 39 ¿Es [sen(nx) | n € f1,2,3)) l. i en RF? . 
Ejercicio 40 Sea G = 


(1, 2,3,4,5) > (2, 1,4, 3,5) > (1, l; 1, 1, 1) > (1, —2,3, —4, =1) ) 
(0, 1,0, 1, 0) ) ( ,3, 7, 7, 10) > (2, -1,4 —8, 0) 


1. Encontrar un subconjunto l. i. de G que genere el mismo subespacio que G. 


2. Encontrar un subconjunto l. i. de G que genere el mismo subespacio que G y 
que contenga los elementos (0, 1,0,1,0), (3,3,7,7, 10). 


Ejercicio 41 ¿Cuántas matrices escalonadas y reducidas hay en Msx4 (Za)? 


Ejercicio 42 Respecto al ejercicio anterior, ¿cuántas matrices escalonadas y reduci- 
das hay de rangos 1,2,3, respectivamente? 


Ejercicio 43 ¿Cuántas matrices antisimétricas hay de 5x 5 con coeficientes en Zz? 
Dé una base para el espacio de las matrices antisimétricas de 5 x 5 con coeficientes 
en Za. 


Ejercicio 44 Construya un polinomio s (x)cuya gráfica pase por los puntos 
(=3,3) , (72,1), (—1, 0) 


y tal que su derivada en O sea 1. 


Ejercicio 45 Construya un polinomio s (x)cuya gráfica pase por los puntos 


(3,3), (22,-1),(-1,0) 


y tal que su integral de —1 a 1sea 0. 


Ejercicio 46 Muestre que (u,U), es lL. i. © {U +0, U— Up, esl. i. 


Ejercicio 47 Muestre que la afirmación anterior es falsa si uno retira la hipótesis 
de que los elementos sean distintos (tome V = 0 y vea que pasa). 


Ejercicio 48 Muestre que son equivalentes para W1, Wa < FV: 


1. V = W, Q W2. Recuerde que esto significa que 


V =W, +W am nW = {0}. 
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2. Vy, base de W,,Wy, base de W,, y, es ajena con ya YM UY, es una base de V. 


Ejercicio 49 Considere T, = {A € Mn (R) | 4;;=0,1 > j} . ¿Cuál es la dimensión 
de T,, ?. 


Ejercicio 50 Considere L, = {A € Mn (R) | 4;;=0,1 < j}. ¿Cuál es la dimensión 
de Ln? 


Ejercicio 51 Considere D,, = {A € Mn (R) | Aij = 0,1 jb. ¿Cuál es la dimensión 
de D,, ? 


Ejercicio 52 Considere S, = [A € Mn (R) | A, = Aji, Vi, j}. ¿Cuál es la dimen- 
sión de Sn? 


Ejercicio 53 Compruebe que 
dim (T, + Sn) = dim (Tn) + dim (Sn) — dim (Tn NS»). 


Se define el rango de una matriz A como dim (£ ((41,..., Am))), es decir la di- 
mensión del espacio generado por los renglones de A. 


Ejercicio 54 Demostrar que el rango de una matriz escalonada es el número de 
renglones distintos de cero, notando que un renglón distinto de cero no puede ser 
combinación lineal de los renglones debajo. 


Ejercicio 55 Demostrar que si las matrices A,B € Myxm(R) son reducidas y 
escalonadas y tienen el mismo espacio de renglones, entonces A= B. 


Ejercicio 56 Suponga que las matrices A y B son reducidas y escalonadas y que 
se obtienen aplicando operaciones elementales a la misma matriz C. Demuestre que 


A=B. 


Ejercicio 57 Dé una base para las matrices diagonales de 3 x 3 con coeficientes en 
R. 


Ejercicio 58 Dé una base para las matrices simétricas de 4 x 4 con coeficientes en 
R. 


Ejercicio 59 Dé una base para las matrices antisimétricas de 4 x 4 con coeficientes 
en R. 
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Ejercicio 60 Dé una base para el espacio de las matrices triangulares superiores 
(ceros debajo de la diagonal principal) de 3 x 3 con coeficientes en R. 


Ejercicio 61 Muestre que el conjunto [(1,2,3, 4), (0,1,4,3)) se puede completar a 

una base de R*, con cualesquiera dos elementos de la base canónica. Sugerencia: 

Muestre que si uno forma una matriz que tenga como renglones a los elementos del 
1234 


conjunto dado y dos elementos de la base canónica (por ejemplo o r E i 
0 1 


o 
o 


tiene rango 4.) 


Ejercicio 62 Tomemos el conjunto ((1, 2,3, 4), (0,2,3, 4)). Entonces la matriz 

1 3 4 
3 4 ; 
00 | tiene rango 3, por lo que el conjunto 
0 1 


O-O NN 


0 
1 
0 


1(, 2, 3, 4) 3 (0, 2, 3,4) 3 (1, 0,0, 0) 3 (0, 0, 0, 1)) 


es l. d. Encuentre todas las bases de R? que contienen a (1,2,3,4),(0,2,3,4) y a dos 
elementos de la base canónica. 


Ejercicio 63 Sean 


—5 —5 —7 — 7 9 
6 9 3 7 -9 —8 
-3 |” 2 i 3 i 2 ? 7 4 ? 
— 9 -1 —0 —2 1 
0 
5 
6 
—8 


en R*. Llamemos W1 al subespacio generado por el primer conjunto de vectores y 
W; al generado por el segundo conjunto de vectores. Encontrar las dimensiones de 
Wi, Wa, Wi + Wa, Wi N Wa. Encontrar bases 


B32 Y 2 bı € ba C B3,7, 
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de los subespacios correspondientes al diagrama. 


W, +W, 
1 
B3 
z N 
W < Ba y> W. 
Z 
B 
l 
WAW, 


Ejercicio 64 Muestre que hay bases como en el ejercicio anterior, para cualesquiera 
dos subespacios W,,W, de un espacio vectorial pV. (No suponga que dim (V) es 


finita). 
Ejercicio 65 Sea X C R, definamos Nx =: (R LRI|f(r)=0,Vr € x) 
1. Muestre que Ny < RB. 


2. Suponga que Y C R. Muestre que Nx N Ny = Nxuy. 


3. Demuestre que 
XÖY =R & NxN Ny = {Ô}. 


4. (XUY) GR = NxnNy # {Ô}. 


5. Nx + Ny € Nxpy- 


6. (RE C Nx + Ny) > (X NY =0) 


7. (RÈ = Nx ® Ny) © [ANY =0)» (xÚy =R)] 
8. g E RË, tal que g (r) 40 > Ny, O £(9) = RÈ. 
9. Usando lo anterior muestre que N¿,y es máximo en [L0) „RR 


Ejercicio 66 Encuentre un subespacio W máximo en [L0) „R*) tal gue 


(WAN) VreR. 
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Ejercicio 67 Demuestre que si A, B son conjuntos, entonces 


(AI < 1B]) v (IBI < JAJ). 
Sugerencia: Considere S= f(x X in B||XC a}, defina un orden « en S 


por: (XX >>5 B) « (ry >>5 5) si (XCY y 


fy 
Y >>> B B 
SR > 
X 


es decir, fyx = fx. 
Muestre que S no es vacío, que « es un orden parcial, que toda cadena en S está aco- 
tada por arriba. Concluya que S contiene un elemento máximo (M, fm). Observe que 


M=AV f(M) = B. Concluya. 

Ejercicio 68 Muestre que son equivalentes para W, Z < FV : 
1. V=WOZ. 
2. Z es mínimo en {U SV |W +U =V}. 


Ejercicio 69 1. Muestre que cualquier segmento de recta en el plano (que tenga 
más de un punto) tiene tantos puntos como el intervalo [0, 1]. 


2. Use lo anterior para mostrar que cualesquiera dos intervalos cerrados infinitos 
tienen la misma cardinalidad. 


3. Muestre también que cualesquiera dos intervalos abiertos no vacíos tienen la 
misma cardinalidad. 


4. Usando el Teorema de Cantor-Schróeder-Bernstein muestre que un intervalo 
abierto no vacío tiene la misma cardinalidad que un intervalo cerrado infinito 
(y la misma cardinalidad de un intervalo que incluye un extremo y excluye al 
otro, como (0,2] o [2,8)). 


5. Muestre que el intervalo [0,1) tiene tantos puntos como [0, o0). 


6. Muestre que (—1,1) tiene tantos puntos como R. 
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Ejercicio 70 Use el Teorema de Cantor-Schróeder-Bernstein para demostrar que 
INI = IN x NI. 
Ejercicio 71 Sugerencia: muestre que las siguientes funciones son inyectivas. 
N >>> NxN NxN >>> N 
n — (n,0) (nm — 2" 


Ejercicio 72 Muestre que la unión de dos conjuntos ajenos con la misma cardi- 
nalidad que N, sigue siendo de la misma cardinalidad de |N|. Por ejemplo, Muestre 
que 


Nx {0,1} = {(n,0) | n e N+} Ú {(0,m) | m € N+} Ù {(0,0)} 
tiene [N| elementos. Sugerencia: el primer uniendo corresponde biyectivamente con 
los pares positivos, el segundo con el conjunto de impares. 
Ejercicio 73 Muestre que si F es finito y ajeno con X infinito entonces |X U F| = 
|X|. Sugerencia: suponga que F =Á[x,,z,,..., £k} Supongamos además que F AN = 
Ø. Note que (0,1,...,k—1U4k,k+1,... =N y que NE {k,k+1,....} es una 
biyección. Concluya que 


INI =1(0,1,.... += 19U(%,k+1,...H = |F ÖN] 


Ahora use que X incluye una copia de N, N digamos. Así que XUF = (X\N)UN = 
(X\WWU (NUF). 


Ejercicio 74 (Opcional). Muestre, usando el Lema de Zorn, que si X es un conjunto 
infinito entonces 


|X| = |X x {0,1} 


Sugerencia: Sea 


p=-f{zz>> zx401] 14204] 
ordenado por: (Y, fy) x (Z, fz si Y CZ y 


Z >> Zx40,1) 


inclus. Ť = 1 inclus. 


Y >ES Yx10,1) 
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la inclusión. Note que D no es vacío porque como X es infinito, entonces X incluye 
una copia de N. 

Note también que si (M, fm) es un elemento máximo en D, entonces el conjunto 
AIM no puede contener una copia de N, por lo que debe ser finito. 


CAPÍTULO 3 


Transformaciones lineales 


3.1. Transformaciones lineales, núcleos e 
imágenes 


Definición 38 Sean FV, pW espacios vectoriales. Una función T : V — W es 
lineal si: 


L VE JEV,T(E+D)=T(8+T(, 
2. Va € FWNiEV,T(ar) =0T (2). 
Observación 23 Notemos que si T : V — W es una función, entonces podemos 


definir otra función 
TXT 


VxV > WxW . 
(01,5%) — (T),T (0) 


Entonces la condición 1) anterior se puede expresar diciendo que el diagrama 


(V, U2) o UL +0 
VxV > V 

i lrxr = lr l 
WxW > W 

(T (1), T (2)) = T (01) +T (02) = T (01 + 02) 


conmuta. También se puede expresar diciendo que “da lo mismo primero sumar en V 
y después aplicar T (obteniendo T (U, + Us)) que primero aplicar T y después sumar 
en W (obteniendo T (V) + T (02)). 


67 
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Observación 24 La condición 2) anterior se puede expresar diciendo que el diagra- 


ma 
(c, v) o cU 
FxV > V 
l lrapxr = lr l 
FxW > W 
(e T (0) ps c- T (uv) =T (cv) 


conmuta. Es decir que “da lo mismo primero multiplicar por c y después aplicar T, 
que primero aplicar T' y después multiplicar por c”. 


1. Rọ la rotación por un ángulo 9. 


y. y 


2. 0, : R? — R? (reflexión sobre una línea £). 
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3 Idy: V V 
i Dos 
incl 
4 W y: 
U > V 
dy: V => V 
. m by O . 


Ejercicio 75 F campo, T : F — F lineal > Jr € F tal que T = r-.. (Es decir, 
toda función lineal de F en F es multiplicar por un escalar). 


Definición 39 Para T : V — W lineal, se define el núcleo de T, por Ker(T) =: 
(re VITO) Zok: 
Teorema 27 SiT : V > W es una función lineal, entonces: 
1. Z<V=>T(Z) <W. 
2. Y SW > T (Y) <V. 
Demostración. 
= Notemos primero que una función lineal, envía 0 a 0: 
T (0) =T (0+0) =T (0) +T (0) > 
ö= -T (0) +T (0) =-7 (0) +7 (0) +7 (0) =T (0) 
1. a) Supongamos que Z < V. Entonces 0 = T (0) ET(Z) 


c) c T(2=T(c.2) ET(Z). 


2. Supongamos ahora gue Y < W. 


a) Entonces 0 € T”! (Y) pues T (0) =0€ XK 


E 
Se 
== 
| 
Kg 
A 
al 
z 
E 
= 
S 
N 
E 


b) 21,72 E TU (Y) >T(8)+T (22) € Y >T (2 
Y. 
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c) Ee TH(Y),c e F> T8) eY, ce F =>cT(%) € Y > T (cx) = 
cT (7) EY>cZETT'(Y). m 


Podemos notar los siguientes casos particulares. 
Teorema 28 SiT : V — W es lineal, entonces 
1. Ker(T) =: (e V|T(0) = o) es un subespacio de V. 
2, T(V) <W. 
Demostración. 1. Simplemente notemos que Ker(T) = T7! (dr) ; 
2. Notemos que V < V. m 
Ejercicio 76 pR Sp R es una función lineal Yc € R. 


Ejemplo 40 La función identidad en un espacio vectorial, es una función lineal: 
Idy š FV E V. 


Ejemplo 41 Si W < pVentonces la función inclusión W <— V es una función 
lineal. 


Ejemplo 42 La función constante qn av m pW es lineal. 
v —> 0w 


Teorema 29 Son equivalentes para T: V — W lineal: 
1. T es inyectiva. 
2. Ker(T) = (0) : 
5. BEJT(V) >T(6) € T(W), VB E J(V). 


Demostración. 1) > 2) T (0) = (0) > 0 € Ker(T) = (0) < Ker(T). Ahora, 
si T es inyectiva, entonces 0 es el único vector que se mapea al 0yy. Por lo tanto 
Ker(T) = (0). 

2) > 3) Supongamos que 8 € S (V) pero que T (8) es I. d. Entonces T (8) incluye 
un subconjunto finito l. d., que es de la forma T (y) con 


y € P,.y finito. 
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Supongamos gue 


Si T(ů) = T(0;) entonces T (0) — T (j) = 0, entonces 0 = T(%)—T(%) = 
T (v; — Vj) . Por lo tanto U; — V; EKer(T) = (0) . Entonces 0, = 0;. Así que podemos 
suponer que los elementos de {T (%,),..., T (V, 

hipótesis, entonces hay un vector en 


(0;)) son distintos. Como es l. d. por 


que es c.l. de los anteriores y no es T (U), ya que no es Oy, puesto que vı Z Oy. 
Digamos que 
T (0) =T (1) +. +T (0,1), 
de donde 
T (T1) +--+ T (0-1) — T (0,) = 0. 


por lo tanto 


Ti +. +01 — U € Ker (T) 
por lo que U +... +01 — Vj = 0, pero entonces {0}, ..., Uj—1, Uj} es l. dv 


3) > 2) Si U 4 0, entonces fu) es l. i. Por lo tanto {T (4)) es I. i., así que 
T (i) 4 0. Por lo tanto, VN (0) C VY (Ker (T)), es decir que 


Ker (T) € (0) C Ker (T). 


2) = 1) -O 
TÈ =T (0) >T(0)-T(0)=0=> 
>T(ú-0)=0=> 
=>ú-U€ Kor (T) = (0) > 
i-V=0>ů=0. 
= 


Teorema 30 Son equivalentes para T: V > W lineal: 


1. T es suprayectiva. 
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2 BEGV) =>T(B) E G(W), VB E G(V). 


Demostración. 1) > 2) Supongamos que T es suprayectiva y que 8 € G (V). 
Entonces el único subespacio de pV que incluye a 8 es V (recuerde que £ (8) es el 
menor subespacio que incluye a 3). Queremos ver que W es el único subespacio que 
incluye a T (8). 

Si T (8) € Z $ W, entonces B C T7! (Z) < V. Como acabamos de observar, V 
es el único subespacio que incluye a 3. Por lo tanto T~! (Z) = V. Pero aplicando T, 
y usando que T es suprayectiva, tenemos que Z = T (T7!) (Z) = T (V) = Wv( $ 

2) > 1) Tomemos 6 una base de V, entonces T (8) C T(V) < W, por lo que 
£L (T (8)) <T (V). Pero por 2), tenemos que £ (T (8)) = W. De esta manera, 


W = £ (T (8) ST (V) < W. 
Es decir, W = T (V). m 


Ejemplos 43 1. Los únicos subespacios de R son {0} y R. Entonces toda función 
lineal R — R # 0 es una biyección. 


2. sen(1): R —>R no es lineal. 
3. x°: R —>R no es lineal. 


O, . ¿ ; 
4. RS R no es lineal pues O no está en la imagen de el ). 


5. R 1 R no es lineal. 


Ejemplo 44 ()“: M, (R) — M, (R) y Id: M,, (R) — M, (R) son funciones linea- 
les. Entonces ( ) — Id: M, (R) — M, (R) es una función lineal. 


Ejemplo 45 1. Ker(()— Id) = {A | At — A = O} = {A | A' = A) el subespa- 


cio de las matrices simétricas. 


2. (()*— Id) (Mn (R)) = {4 — A | A € M, (R)} < An (R) el espacio de las ma- 


trices antisimétricas. 


Ejercicio 77 Muestre que vale la igualdad en el ejemplo anterior, es decir que 


(A'— A | A € Ma (R)} = An (R). 


3.2. LA PROPIEDAD UNIVERSAL DE LAS BASES 73 


Ejercicio 78 R GPR es una función lineal. Muestre que la función 
RÈ — RE 
F se) 


es una función lineal ¿o no?. 


3.2. La propiedad universal de las bases 


Teorema 31 (Propiedad universal de las bases) Son equivalentes para B Cp 
V: 


1. B es una base para pV. 


2. Yf: B — W función, 31f : V — W función lineal tal que conmuta el triángulo 


py YE 
A: 
W 


Demostración. =) Sean G nd V, y f : 6 — W. Definamos f : V —= W por: 


EDn 


en donde 0 # =>) Gù, con U; € B, c 4 0. (Recuérdese que la expresión de 7 como 
c.l. de elementos de 8 con coeficientes distintos de 0 es única porque 6 es una base 
de V.) Es claro que 


si f ha de ser lineal. 
Veamos que f es lineal: 
si u,v € V, escribamos 


ü= N Gi, TEL 


V= dů, € B 
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podemos suponer agregando coeficientes 0 arriba y abajo si es necesario, que las U; 
que aparece en cada suma son las mismas. Así: 


f+) = (DD + pat) = 
f(Dla+d)ů) =D (a +4) f (0%) = 
= M [cif (0) + dif (0,)] = DN di (%) + SN dif (%) = AC) sir f (0) . 


Además 


=cf (v). 

Debe ser claro que Í g = f. Que f es la única función lineal Y — W con esa propiedad 
se deja como ejercicio. 

<) Supongamos que £ tiene la propiedad enunciada en 2). 

Primero veamos que 6 es l. i. Si existiera 7 € B tal que © € £ (BV (77) definamos 
la función 

FE E 
Z FH 1 
y | 0sy*í 

Por hipótesis habría una función lineal f : V — F tal que conmuta el diagrama 


B y 
Il és 
F 


De la definición de f se sigue que fiey = Úceuz)- Entonces 
1= f (2) = fota) (2) = Îles (E) = 0V. 


Esta contradicción muestra que P es L. i. 

Veamos ahora que 8 € G(V). Supóngase que £ (3) $ V, entonces JW 4 (0) 
tal que V = £ (6) 8 W. Consideremos la función inclusión 8 — V, por hipótesis, 
JV 5 W tal que 


E = BID 
ELE (3.1) 
> 
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conmuta, la función 


> 
E 


si E £L(8), w EW. 


Es una función lineal con esa propiedad. Sin embargo, también Idy hace conmutativo 
el diagrama 3.1. Pero Idy 4 T, contradiciendo la hipótesis de unicidad. m 

La propiedad universal nos dice, entre otras cosas, que para definir una función 
lineal V — W, basta definir la función en una base de V. 


Ejemplo 46 Sea B = (čj, Ez} la base canónica para R?, sea 


f: 6 > R 
a E (2,3) 
© = (-5,v2) 
entonces f : R? — R? es tal que 


f(=,y) = f (zë Hye) = zf (&) + yf (©) = 
= z (2,3) 4 ví 5, v2) = (22 By, 3x 4 yv2). 


Corolario 6 Sea 8 una base para pV y sean T, S : V = W dos funciones lineales. 
Son equivalentes: 


1 T=S. 
2. Ta = Sp. 


Demostración. 1) > 2) Es obvio. 
2) > 1) Tanto T como S están en un diagrama conmutativo 


Bb => V B => V 
Te=Sis | OT, Te=Ss | S 
W W 


la unicidad en la propiedad universal obliga la igualdad de T y S. m 
Lo anterior se expresa diciendo lo siguiente “para ver gue dos funciones lineales 
coinciden, basta ver gue coinciden en una base de pV. 
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Observación 25 Notemos que la propiedad universal de las bases nos dice que si B 
es una base de pV, entonces hay una biyección 


Entonces |Homp (V, W)| = [W?] . 
Ejemplo 47 El número de funciones lineales de (Z2)? a (Z2)? es 
(Za)? = 16. 


Contamos de manera explícita el número de imágenes posibles de la base canónica 
f(1,0),(0,1)). Tenemos que (Z2)? tiene 4 elementos: 


£(0, 0), (1,0), (0,1), (1, 1). 


Así, es claro que el número es 4 x 4. (4 posibles imágenes para (1,0) y otras tantas 
para (0, 1)). 


Ejercicio 79 ¿Cuántas funciones lineales hay de (Z3)" a (Z3)? ? 
Ejercicio 80 ¿Cuántas funciones lineales hay de (Zp)" a (Zp)"? 
Corolario 7 SiT : V => W es lineal y se anula en una base de pV, entonces T = 0. 


Demostración. Se sigue del Corolario anterior, notando que T y Ú coinciden en 
la base 0. m 


Lema 1 T: pV > pW es lineal © Vi, y € V,We € F, T (Z + cy) =T (2) + cT (y). 


Demostración. =>) Si T es lineal y 1,y € V,c € F entonces T (1 +cy) = 
T (2) +T (cy) =T (8) +cT (y). 

<) Tomando c = 1, tenemos que T (Z + 19) = T (£) + 1T (y). 

Tomando # = 0, entonces T (cy) = T (0 rej) =T (0) ECT(Y)=cT (Y). m 


Teorema 32 Sean T': V => W yU: W — X son funciones lineales.. Entonces 


1. UoT:V — X también es una función lineal. 


2. Ker(U o T) = T (Ker(U)). 
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Demostración. 1. 


= U (T (5) + cU (T (5) = (U © T) (8) +c|(U o T) (5). 


Z E€ Ker (U o T) & (U o T) (2) = 0 & U (T (2)) = 0 
(T (2)) € Ker (U) © Z € T! (Ker (U)). 
= 


Definición 40 Si -V y pW son espacios vectoriales entonces 


Homrp(V,W)=T:V— WIT es lineal}. 


Ejercicio 81 Sean pV y pW son espacios vectoriales. 


1. Demuestre que WY = {f : V = W | f es una función) es un espacio vectorial, 
con las definiciones naturales de suma y de multiplicación por escalares (por 
ejemplo, (cf) (0) =: c- f (0) 


2. Homp (V,W) < WY. 


Ejercicio 82 Demuestre que 


R? 2 R R? B R R? B R 
(x,y, z) > T i (x,y, z) a y í (x,y,z) => T 


son funciones lineales. Entonces Yk, l,m € R, kpı +lp2+mp3 es también una función 
lineal. Es decir que la función 


f((x,y,2)) = kz + ly + mz 
es una función lineal. 


Ejercicio 83 Demuestre que toda función lineal de R? a R es de la forma descrita 
en el ejercicio anterior. 
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Ejercicio 84 1. Demuestre que 


R” > R 
(T1; T2 Tn) => 5 
es una función lineal. 
2. Demuestre que 
R” — R 


n 
(£1, Pogy — NC lr 
k=1 
es una función lineal para cada sucesión Cj.Ca,..., Ck € R. 
3. Demuestre que toda función lineal de R" a R es de esta forma. 
Ejercicio 85 1. Demuestre que 


R +, R" 


r — 0505.37% 


k lugares 
es una función lineal. 
2. Demuestre que 
R R’ 
ro- 0O er y0 
k lugares 
es una función lineal. 
3. Demuestre que 
R $ R” 


TF (6,2,C22,..., Cp U) 


es una función lineal. 


Definición 41 T:V — W lineal es un isomorfismo si JU : W —= V lineal tal que 
ToU = Idy yUoT = Idy. 


Teorema 33 Son equivalentes para una función lineal T : V = W: 
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1. T es un isomorfismo. 
2. T es biyectiva. 


3. B base de pV > T (8) base de pW,V£. 


Demostración. 1) > 2) Por definición un isomorfismo es una función con inver- 
so. Las funciones invertibles son precisamente las biyectivas. 
2) > 3) Por los Teoremas 29 y 30, T (8) es I. i. y genera W. 


3) => 2) Primero notemos que 6 Al T (B) es una biyección. Basta ver que es 
inyectiva. Si no lo fuera, tomemos dos vectores U 4 U € B tales que T (u) = T (V). 
Cambiemos la base 8 cambiando U por Y— t, para obtener el nuevo conjunto 8’ (que 
sigue siendo base de V, ejercicio fácil). Notemos que T (g — ď) =0 € T(8”), por lo 
que T (8”) es I. d y entonces no es una base para WV. 


Mo 
Toda vez que hemos notado que 6 ky (8) es una biyección, tomemos la función 
inversa T (8) 2 8. Como T (£8) es una base para, la propiedad universal de las bases 
nos dice que 315 : W — V tal que 


T6) = W 
SN (3.2) 
pos Y 
Por otra parte comparando 
p= V 
Ta | y? po V 
T(B) — W con *% | a 
e Je b> V 
p= V 


y notando que g o Tg = Idg, tenemos por la unicidad en la propiedad universal que 
S oT = Idy. Análogamente se sigue que T o S = Idw, comparando los diagramas 


T(B) = W 
“g ye TB) W 
B = V con rw | jidw. 
"mo T(B) = W 
18) W 
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Ejercicio 86 Muestre que son equivalentes para una función lineal T : V — W: 


1. T es un isomorfismo. 


Me 
2. 38 base de FV tal que B >> T (B) yT (5) es una base de pW. 


Teorema 34 Son equivalentes para dos espacios vectoriales pV, pW : 
1. VEW (V es isomorfo a W). 
2. dim(V) = dim(W). 


Demostración. 1) > 2) Sea V 2, W un isomorfismo. Una base 3 de V se 


v 
mapea bajo Y en una base de W. Como G $ y (8) es una biyección, entonces 


dim(V) = |8| = |W (8)] = dim (W). 


2) > 1) Sea 8 ss y una biyección entre una base de V y una base de W. 
Usemos la propiedad universal de las bases para definir un función lineal f :V >W 
que extienda a f. Definamos también la función lineal T : W — V que extiende a 
f-t. Entonces la función lineal T o f extiende a f~! o f = Idg. Por la propiedad 
universal de las bases, I o f = Idy. Simétricamente, f oT = Idw. m 


Definición 42 Para una función lineal T : V — W, se definen: 
1. nul(T) = dim (Ker T) : y se llama la nulidad de T. 
2. rango(T) = dim (T (V)). 
Teorema 35 Para una función lineal T : V — W, con dim(V) € N, se tiene que 
nul(T) + rango (T) = dim (V). 
Demostración. Tomemos X < V tal que V = Ker(T) © X. Tenemos que 
nul (T) + dim (X) = dim (V) 


(la unión de una base de Ker(T') con una base de X nos da una base de pV). Vď € V, 
U = k+Z, con k € K, Z € X. Entonces T (0) = T (%) HT (g) = T (z). Por lo tanto 
T(V) ET (X) CT (V) y podemos considerar el diagrama 


V > T(V) 


T indl. | 


x XT% 
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> 


es inmediato que Ker(7jx) = {z Ee X|T(2)= 0) = (Ker (T)) NA X = (0) 
Por lo tanto T es una función lineal inyectiva y así, es un isomorfismo de X en 
T(X) =T (V). Por lo tanto, 


dim (X) = dim (T (V)) = rango (T). 
Una simple sustitución, nos da el resultado deseado: 
nul (T) + dim (X) = dim (V) 
nul (T) + rango (T) = dim (V) 


Corolario 8 Sea T: V — W una función lineal entre dos espacios vectoriales de la 
misma dimensión n (n € N). Son equivalentes: 


1. T es inyectiva. 
2. T es suprayectiva. 
3. T es un isomorfismo. 


Demostración. Basta mostrar que 1) © 2). 
T es inyectiva © Ker(T) = (0) > nul(T) = 0 © rango(T") = dim (V) 
< dim (T (V)) = dim (V) S T (V) = V ST es suprayectiva. m 


Definición 43 Recordemos gue 
FR ={f:X >V | sop(f) es finito}. 
Para cada x € X definimos 
ôr: X — F 
< a l 
xry > 0 
Observación 26 sop(ô+) = {x} que es finito, por lo tanto 0, € FG), 


Lema 2 {ðs} ex es una base de FX). 


Demostración. 
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n 


A = 


i=1 


O» 


entonces para una j € (1,...,n] tenemos que 

0 = Ô (z;) = (Ee) (z;) = J (c: Sa (24) = YJ € (1,1). 
i i=1 

Por lo tanto 10) „ex es linealmente independiente. 


2. Sea ahora g € FW, demostraremos que g= >) g(r)0x: 
zEsop(g) 


a) Para z € X\sop(g), entonces g (2) = 0 y 
2 4 (1) 6, | (z) = 2 sa (sů 
b) Para z Esop(g), entonces 
200, (z) = X O a 


Por lo tanto g= >, g(u)Ó,. m 
xEsop(g) 


Teorema 36 Si pV es un espacio vectorial, entonces V 2 F(X) para algún conjunto 


X. 


Demostración. Sea 5 una base de pV y consideremos F%, la biyección 


muestra que pV tienen la misma dimensión. M 


Ejemplo 48 Una función A : R — R que respeta la suma y que no respeta la 
multiplicación. 
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Recordemos que R es un espacio vectorial sobre Q, de manera natural. Como los 
espacios vectoriales tienen base, entonces R es isomorfo a O) para algún conjunto 
X (podemos escoger X como una base de yR. Podemos notar que X tiene que ser 
infinito, pues |Q?| = [N?| =|N], de aquí que si n < 2”, entonces 


IQI < la” < j0?] =[0?””| =... = IQI < IRI = |29]. 


En particular, podemos escoger vı € X y definir la función 


f 
X — R 
Ů > 201 
TH TZ six 


Por la propiedad universal de las base, 3 f :o R —>q R lineal que extiende a f. Siendo 
lineal, tiene que respetar la suma, ahora, esta misma función no es lineal de pR — 
RR, pues de serlo, sería de la forma c- , pero entonces f (W) = 20, = ch y 
/ (2) = F = cx, de donde se tiene que 2 = 1 V. 


Ejemplo 49 Una función gue respeta la multiplicación por escalares gue no respeta 
la suma. 


Sea 
f: R? — R? 
(2,0) > (20,0) : 
(x,y) > (z,y)siy#0 
f respeta multiplicación por escalares: 


f (c(x,0)) = Qex,0) = c(2x,0) = cf (x, 0) 
f(c(x,y)) = f (cx, cy) = (cx, cy) =c(x,y) = cf (x,y) sty*0' 


f no respeta la suma: (1,1) = f 


Ejemplo 50 El número de funciones lineales de pV a pW es [Ww] mientras que 
el número de funciones de V a W es wY]. Por ejemplo, el número de funciones 
lineales de R a R es |R|, pues tenemos la biyección 

R — Homg(R,R) 


c e C- 
Pero, 


IRI < [2%] < [RE], 
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ya que |R| < |p(R)| = |2"|. Además 2* — RE, pues toda función con valores en 
{0,1}, puede pensarse como una función con valores en R. 
Las funciones lineales de V a W son “pocas” comparadas con todas las funciones de 


V a W. 


Observación 27 Para cualquier conjunto X, se tiene que |X| $ |p (X)|. 


Demostración. La función > a y es inyectiva, por lo que |X| < Je (X)|. 


Si existiera una función biyectiva f : X >>> p(X), consideremos el conjunto 


A=d2€X|2É f (2) 


como A € p(X), entonces A = f (u), para alguna u € X. 
Notemos ahora que u € A > u ¢ f (u) = A. Por lo tanto u £ A = f (u). Pero 
como u £ f (u), entonces u € AV. 


Como no hay biyecciones entre X y p(X), tenemos que |X| $ |o (X)|. m 


Observación 28 |9(X)|=|2*|. 


Demostración. 2% = {f : X — {0,1} | f función]. La función 


es una biyección. M 


Ejercicio 87 Muestre gue la función 


donde x, es la función característica de Y : 


bje lsize Y 
E OsizZyY ” 


es la inversa de la función T de la Observación anterior. 
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3.3. La matriz de una transformación lineal 


Definición 44 Sea pV con base B = {21, T2, ..., Zn} definamos Dg : V — F" 
mediante la propiedad universal de las bases por medio de 


BD, > V 
Lah aa 


Observación 29 Notemos que Pg es un isomorfismo, cuyo inverso tiene la propie- 
dad de que ®7'(&;) = T. 


Observación 30 Ps (V) = dz (Lua) = NO; (aizi) = Y ada (zi) = Sme; = 
i=1 i=1 i=1 i=1 


a2 
an 
ai 
a2 =) iz 
El vector | . se llama el vector de coordenadas de Y respecto a 9 y también 
an 


se denota [u]; . 
Observación 31 T : F” — F" lineal > 
T(a, 02) iny an) = aT (é1) + aT (ē2) ie nT (En) 3 


Definición 45 La matriz de T : F" — F" es la matriz cuyas columnas son 


T(e),T(e),..„T(e,):(T(e) T(e) -T (€,)). 
Ejemplo 51 La matriz de T: IR — R? tal que 


T (x,y,z) = (2x + 3y, x — 2y — z) 


23 0 
1-2 -1)' 


es 
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Definición 46 Si T : V — W es una función lineal entre los espacios vecto- 
riales sobre el campo F, de dimensiones n y m, respectivamente, con bases B = 
{21, da. En yy = [Yi Ya, Ym} respectivamente. Entonces [T]} es la matriz de 
By0Tod;" l 

F” — F™ en el diagrama conmutativo 


V — W 
[es jm 


d,oToD;* 
— 


F” Fr 


Explícitamente, la j-ésima columna de [To es el vector en F™ : 


(9, o To Dz?) (2) = (©,oT) (© (e Ae 


p` 
= (8,07) (z) = ©, (T(2,)) = [T(2))1, 


es decir, es el vector de coordenadas de T (7j) respecto a la base 7. 


Observación 32 El coeficiente i, j-ésimo de la matriz |[T]} es la i-ésima coordenada 


de [T (£;)],. 


Ejemplo 52 Consideremos la función derivada D : P; (R) — Pa (R) y tomemos las 
bases canónicas B = {1, x, x?, £3} y y = (1,7, 1?) entonces 


0100 
[D] =|00920 
0003 
Teorema 37 Sean FV y pW dos espacios de dimensión finita n,m respectivamente, 


con sendas bases B, y. Los espacios vectoriales 


Hom (V, W) 


Mmxn (F) > 
son isomorfos. 


Demostración. Denotemos b = {71, Tn}, y = (81, ... Um) - 
Definamos 


v3 
Homp (V, W) Bat. Mmxn (F) ` 
T r [TT 
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1. Y3 es una función lineal. Tomemos T, S € Homp(V, W), c € F, entonces W¿(T + 
cS) = [T + cS]}. Calculemos la columna j—ésima de esta matriz: 


(IT + esp)" = (T +05) E), = [T (č) + (e3) (8), = 


P 
TECE = 8, (T(8) +e- (8) = 
=0, (T(5,)) + c B (S (5;))* = [T (E), +e- [S (E). 
j i i 
= (m) pë (1512) = (m +e- (s13) . 

Como las j-ésimas columnas de las matrices [T + cS]; y [T]} + c- [S]) coinciden, y 
esto vale para cada columna, entonces 

[T + cS]} = [T] + c- [S]% . 


Por lo tanto Y) es lineal. m 

2. v es inyectiva. Para mostrar esto basta ver gue Ker(w)) = {ô}, la transfor- 
mación lineal cero. 
Sea T una transformación lineal de V a W tal que Y3 (T) = O. Entonces, para cada 


0 
j, tenemos que (wa (T))“ =O0:=|: 
0 
Entonces 
0 
DT (5) =P), =| : 
0 
Pero entonces, aplicando ©, 1, obtenemos 
0 
0 


de aquí tenemos que T se anula en la base 3. Por lo tanto T = Ô. (Ver el Corolario 
7). 

Demostración. 3. Veamos que Y3 es suprayectiva. 
Sea A € Mmxn (F). Queremos resolver la ecuación [7]% = A. Para una T que 
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satisfaga la ecuación, debemos tener que sus j—ésimas columnas coincidan. Entonces 
debe pasar que 


Aij 
= Az 
CA O E 
Am, 
es decir que 
Aij 
T(2,) = 7! Aaj = 3 Aijt 
(25) = 9, : =). ijti € W. 
i i=1 
Am 


La propiedad universal de las bases, nos asegura gue una función lineal V — W tal 
m 
que 2, — A, ¿Y para cada j. Es claro que si llamamos T a esta función lineal, 
= 
entonces V; (T) = A. 
Tenemos gue V es un isomorfismo. M 


Definición 47 Sea A € Myxm (F), definiremos la función lineal (A - -) : F" F" 
(Multiplicar por A por el lado izquierdo) definiéndola en la base canónica de F" : 


A -čj =(4-) (8) =: AL 


Entonces 


(A--) (o) =) gA 


j=1 j=1 


Observación 33 (4-_) : F" — F" es por definición una función lineal (se ha 
usado la propiedad universal de las bases para definirla). 
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Observación 34 La matriz de (A - _) respecto a las bases canónicas de F" y F™ es 
A. 


Demostración. Sean B y y las bases canónicas de F” y F" respectivamente. 
V a i : 
(la - 3) 14-301 = [49] = (4). m 


Teorema 38 Sean B = (%1,..„ En) = FV y Y= {0i Yn} = FWyT:V=oWwW 


lineal. Entonces el siguiente cuadrado es conmutativo: 


V — W 
taz P (3.3) 
Ple 
F" ra pm 


Demostración. Sea Y € pV, queremos demostrar que 
vo 5 TA 
ès | 15 
[(0)]; 


En efecto: supongamos gue 


entonces 
(9, o T) (8) = 9, (T (9)) = [T (9)], = 
= [T (0171 + o? +... + Con), = 
n T= 


pr o a [T (č, 


Al 
Z 
2 

I 


“ metes (17 7) +. Ee (5 č.) = 
= (ry ač) (ry, : =) sa sh (17 caí) = 
= [T]} (ač + c2€2 + ... + Cen) = 
= [T]; (2) 
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Ejemplo 53 Sea B = {1, x, £?, x°} E P; (R), y = fl, x, x°} =, P+ (R). Tomemos 
la función derivada D : P; (R) — Pa (R) entonces 


y tenemos que el diagrama siguiente conmuta: 


P; (R) — P2(R) 
2E pean (3.4) 


R4 [DIg- R3 


D (a Hbr + ca? y da?) = 0; o ([DJ,- -) o Da (a -ba + cx? 4 dz?) = 


s 
a a 
-o (IDV Pze“ = 
¿(Mol |= Elo [le 
d d 
0100 A 
=0, 0020 ž = 
0003 y 
0 1 0 0 
=! |a| 0 |+21 0 |]+el 2 |+a| 0 = 
0 0 0 3 
b 
= D' 2c = b + 2cz + 3da?. 
3d 


Definición 48 Sea B = [£,,..., Zn} = FV, definimos In =: [Idy]3. 


Observación 35 
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Demostración. (tavi) = [Idy (2))], = (Fly = č. m 


Definición 49 Sean A € Myxm(F) y B € Mmxr (F). Definimos AB como la 
matriz de (A- )o(B-.): F" — F”, respecto a las bases canónicas de F" y F”. 


FE F m pm 25 En son funciones lineales, tomemos £, y y A las bases canónicas 
de F", F™, F”, respectivamente. Calculemos AB explícitamente: 


F" == F" 

pal m 
conmuta. Por otra parte, ©, (Be;) es la j-ésima columna de la matriz de B.. respecto 
a las bases 8 y y. Es decir, que es Bİ. Ahora 


Bi; 
i Bo, m 9 m E m 
ABl=A| 7% | -A 28) = Bs (4 (R) = Bas (4). 85) 
E k=1 k=1 k=1 
Bm, 


Aquí estamos denotando y = Ch La, a Ln) : 


m a 
Así, la i-ésima coordenada de AB, es la i-ésima coordenada de >> Bx; (A*). De- 
k=1 
notemos por 
m: F" — F 


(a1,42,....¿Qm) H— dm 
(AB, =n (XB (49) = [From (4) - 
k=1 k=1 
= (pur 9) = Pis) = (Las) í 
k=1 k=1 k=1 


En resumen, 


(3.6) 


Entonces 


k=1 
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T S ) ; 3 i 
Teorema 39 Sean FV > pW > pZ funciones lineales entre los espacios vectoriales 
V, W, Z, con bases B,y,A de cardinalidad n, m,r respectivamente. Entonces 


A A 
[S o Tl¿ = [S]; [T]. 
Demostración. Consideremos el diagrama 


Wi 0 


A roh 
[TI$-- [A 
E = R SBM: 


Agrandémoslo de la manera siguiente: 


¡E W č 
be i 1% JŘ 
TI- SŽ- 
pr Ti pm [sI pm 
se| id 

A; o pe 
F" (s Je ) F" 
Comparándolo con 
v ©% zZ 
ze Fin 
oT]à-- 


Observamos que [S o Ti =03'0(S o T)od, = (is . -) o (127 . -) = (is (Ta): 
-. Por lo tanto [S o TI; = [ST [T];. m 


Ejemplo 54 Consideremos las rotaciones Ry y Ro en el plano sus matrices respecto 
a la base canónica de R? son 


ao lalo 


respectivamente. Como 


R 
R Z R 
ld=8p | Da 


R2 [Rolj- R2 
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Entonces, Rọ = [Rel (= ( 2 ) --, por lo que 


A a) (0) at) 
Ahora, es claro que R¿Rg = Rs+o, por lo que 


cos(o) —sen(o) cos (0) —sen(0) ) E 


sen(o) cos (0) sen(0) cos (0) 
_ [ cos(a +0) —sen(o +0) 
— XA senlo+0) cos(o +0) i 
Si efectuamos el producto en el lado izquierdo de la ecuación anterior, tenemos que: 


( cos (9) cos (9) — sen (o) sen (0) —cos (0) sen (0) — sen (o) cos (0) ) 
sen (o) cos (0) + cos (o) sen (0) cos (o) cos (0) — sen (c) sen (0) 


-A senlo+0) cos(a +0) 


en donde están incluídas las fórmulas 


E cos(o +0) —sen(o +0) ) | 


cos (o + 0) = cos (0) cos (0) — sen (c) sen (0) 


sen (o + 0) = sen (a) cos (0) + cos (0) sen (0) . 
Ejemplo 55 Sean A, B matrices de mxn y de nxs, con coeficientes en F. Entonces 
1. A= Ah. 
2. B=I,B. 


Demostración. Sean 8, y, A las bases canónicas de F”, F™ y F°, respectivamen- 
te. 

1. Consideremos las funciones F" 43 F" y Id: F” — F”. Entonces F" 
F” es una función lineal cuya matriz respecto a las bases canónicas satisface: 


A= (A+) = (A+) o Id} = (A+ jo d = A- n. 


(A-JoId 
— 


2. Consideremos las funciones F* > F" y Id: F” — F”. 


B = [(B- J = [Ido (B - JÉ = [I$ (B - fo = I- B. 
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Ejercicio 88 Sea o, : R? — R? la reflexión sobre la línea l que pasa por el origen. 
Muestre que su matriz respecto a la base canónica es 


e sen (2a) | 


sen (2a) — cos (2a) 
donde a es el ángulo que hace la línea £ con el semieje de los reales positivos. 


Ejemplo 56 Sean o, y 0,, reflexiones sobre las líneas bı y bz (una con ángulo a y 
otra con ángulo 0, con el semieje de los reales positivos) respectivamente. Entonces 


tiene matriz 


e sen (2a) e sen (20) )- 


sen (2a) — cos (2a) sen (20) — cos (20) / © 


_ ( cos (2a — 20) —sen(2a — 20) 
= ( sen (2a — 20) cos (2a — 20) ) : 


Entonces la composición de dos reflexiones es una rotación. 


3.4. Suma y producto de matrices 


Teorema 40 El producto de matrices es asociativo. Es decir, si 
A € Mnxm (F), BE Mmxr (F), C € Myxs (F) entonces 


(AB) C = A(BC) € Maxs (F). 
Demostración. Consideremos las funciones lineales 
F* C- F",F" Br F™, F™ As F" 
componiéndolas obtenemos 
puesto gue la composición de funciones es asociativa. 


Denotemos ahora 5, y, A, u son las bases canónicas de F*, F", F™, F”, respectiva- 
mente. Entonces 
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= [((A--)o (B- -D5 ° KC - s = 
(KA: Ko 1(B- JIŽ) o KC- 13 = (AB) C. 
De la misma manera, [(4 - -) o ((B - -) o (C - -))] = A (BC). m 


Definición 50 Diremos que una matriz A € Mnxn es invertible, si JB € Mnxn tal 
que 


AB = h, = BA. 


Ejemplo 57 La matriz de una rotación en R? por un ángulo 0 es invertible. Es claro 
que R? = R.. Consecuentemente, 


(evo la an) 


Verifiguémoslo: 


= ( a č o cos? (0) À sen? (0) ) a ( o I ) 


Si se multiplica en el otro orden, obtenemos 


A ola 


Ejemplo 58 Debe ser claro que una reflexión en R? a lo largo de una línea £ que 
pasa por el origen y que hace un ángulo a con la parte positiva del eje de las x, es 
su propio inverso. Por lo tanto debe pasar que 


(mn Caldo) Cata) "oi ) 


En efecto, , : : : 
(= sen (2a) jis sen (20) )= 


sen(2a) —cos (20) sen(2a) —cos(20) ) © 


_ ( cos? (2a) + sen? (2a) 0 ) 


0 sen? (2a) + cos? (2a) 


(39) 
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; PRVY 2 cos (2) —sen (2) 1 
Ejemplo 59 Los vértices de R*dados por ( sen (2) a (22) o)» keZ, 


son los vértices de un n—gono regular centrado en 0, uno de cuyos vértices es (1, 0) 
„8) en 


96 


Tomemos n = 9, yk € [0,1,2,.. 


P 
Ho n 


N ( cos? 27 — 3 cos (271) sen? a, ) | 


(B cole) 
(E ate?) 


3sen (57) cos? (Er) — sen? 


) 
LO 
(E o) 
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Teorema 41 Sean A € Mmxn (F), B,C € Maxr. Entonces 
A(B+0) = AB + AC. 
Demostración. Consideremos las funciones lineales 
(B. ),(C-.) € Hom; (F", F”) 
y la función lineal (A - -) € Homp (F", F""). Entonces 
(B.-3+(C._) € Homp(F”, F”) 


y entonces 


[Ao KB- + KA- JÈ o KC- J= AB + AC. 


y 


Estamos denotando 5, y, A las bases canónicas de F”, F”, F™, respectivamente. 


De la misma manera, 


A (KB: 7 +C- 13) = A(B+0). 


Ejercicio 89 Demostrar que si B,C € Mnxr, A € M,x, (F), Entonces 
(B+C)A=BA+CA. 
Teorema 42 Son equivalentes para una matriz A € Mnxn (F) : 


1. A es invertible. 


2. A tiene inverso derecho. 


97 
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3. A tiene inverso izquierdo.. 

4. La función A-_: F" — F” es inyectiva. 

5. La función A: _: F" — F" es suprayectiva. 

6. La ecuación AZ =0 tiene sólo la solución trivial. 
7. La ecuación AZ = b tiene solución, yb e F" 


8. Cada ecuación AT = b tiene solución única, Vb € F”. 


Demostración. 1) > 2) Es claro. 

2) > 5) Supongamos que B es una matriz en My xn (F) tal que AB = In. Entonces 
Idpn = Iz- -= AB- = (A+. Jo(B-:-.). Por lo tanto, (A - -) tiene inverso derecho, y 
como tal, es suprayectiva. 

5) > 1)Se sigue del Corolario 8. 

1) > 3) Es claro. 

3) > 4)Supongamos que C es una matriz en Mnxn (F) tal que CA = In. Entonces 
Idpn = 1, + -= GA- = (G--)o(A--). Por lo tanto, (A - -) tiene inverso izquierdo, 
y por lo tanto, es inyectiva. 


4) © 6) A--: F" — F" es inyectiva, si y sólo si su núcleo es trivial, si y sólo si 
Ar=0=>2=0. 


Hasta aquí, hemos visto que las primeras 6 afirmaciones son equivalentes. 

5) > 7) A--: F" > F” es suprayectiva si y sólo si Vb € F",3% € F" tal que 
A. z=b 

(4) A 7)) > 8) Es claro. 

8) > 7) Es claro. m 


Ejemplo 60 Sea 


Te R? — R? 
T z1+y-—2z 
y = TTY 
Xx =I=YH+2 


3Note que esta ecuación se puede interpretar como un sistema de n ecuaciones con n incógnitas. 
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1 1 -22 
cuya matriz es | —1 1 0 |. Es decir que T = [TIR - -. La función inversa 
-1 -1 1 
de T, (gue existe porgue el sistema de ecuaciones 
1+y-—22=0 
—z2+by=0 
=1=y+2=0 


tiene sólo la solución trivial) debe satisfacer 


1 1 1 0 —2 0 
-1 abs, As A Aa 
-1 0 -1 0 
1 1 1 
Exrpresemos 0 como c.l. de —1 A , a fin de poder 
0 


calcular S en €, (la primera columna de la matriz E S.). 


AIRE 
di 


1 1 —2 
Resolvemos x | —1 | +y ll+2 0 , + es decir, 
—1 -1 1 
a+y-2z=1 
=x+y=0 
=1=y+2=0 
-1/2 
cuya solución es: | —1/2 
-1 
1 1 22 0 
Ahora resolvemos z | —1 | +y 1 |+z 0 |=| 1 ]|,es decir, 
-1 -1 1 0 
z +by-—22=0 
=+y=1 
=r=y+2=0 
-1/2 
cuya solución es 1/2 


0 
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Por último, resolviendo. 


1+y-—22=0 
-z +by=0 
==y+z=1 
—1 
obtenemos la solución | —1 |.. Esto quiere decir que la matriz de S es 
-1 
1 1 
Z 
a oo 
-1 0 -1 
En efecto, 
=> -3 -1 1 1 —2 100 
=3 3 -l -1 1 0|=|010], 
-1 0 -1 -1 -1 1 0 1 
pero también 
1 1 -2 -4 -3 -l 100 
-1 1 0||-3 z -1|=|010 
-1 -1 1 -1 0 -1 0 01 


El teorema anterior nos sugiere un algoritmo para invertir una matriz. 


Teorema 43 Sea A € Mnxn invertible, entonces la inversa de A es la matriz cuya 
j-ésima columna es la solución de AT = €). 


Demostración. ABİ = (AB) = (I„)} = j. m 
Así que para encontrar la inversa de la matriz A, habría que resolver las ecuaciones 
Ar = & 


para cada j. 
Esto se hace tomando la matriz aumentada ( A 


— 


e 
dola. Al final se debe obtener ( La | Bi ) puesto que la solución es única. 
Uno puede resolver las n ecuaciones 


) , reduciéndola y escalonán- 


AT =€,, AT = êz, ..., AT = €, 


A) 
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simultáneamente, si se toma la matriz aumentada 


y se reduce y escalona. Se termina en 
(MIB), 
donde B satisface AB = Ig, es decir que B = A7?. 


(Alm) 


Ejemplo 61 Reduciendo y escalonando la matriz: 


obtenemos 


Por lo tanto 


EOF- 
N OC NN 

= n w 
o N 00 FK 


en Maxa (Z5) , Mixa (Z7) : 


Ejercicio 91 Calcular la inversa de 


2 
3 
2 


en Misa (R) : 


ooo- 


1 


o Oro 


2 


O HOG 


1 
-1 


3 


=. ooo 


—2 


4 
7 
4 


NOUN 


— 


1000 

0100 

0010 

0001 
—2 1 
1. <—2 
0 1 
0 0 

1 2 

2 0 

1 -2 

0 1 

3 4 

o 8 

1.2]? 

35 

6 8 

11 18 
7 10 

—8 -13 


ooo- 


oOOo-F©O 


o oo 


-LOOS 
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3.5. La matriz de cambio de base 


Sea T: V — W una función lineal, 5, 8” dos bases para pV, y, y” dos bases para 
W. Como 
T = Idwo T o Idy 


entonces : 
[T]z = Zdw]}o [TI% 0 [Idv]. 


En particular, para T: V — V, 8,8“ bases para pV tenemos que 
E 
[T]% = [Idw]% 0 (TI o (Tdv]á. 


Su uno hace Q = [I dvlý , notemos que Q7! = [I dy] y uno puede escribir 


[T] = Q% o [T]$o Q. 


Definición 51 La matriz [1d 15 se llama la matriz de cambio de base de B a B, ya 
que el siguiente cuadrado es conmutativo: 


V — — V 
T > 
Pg | l |- 
[7] ¿—[2] y 
F — ple! 
[1dyJ5 `- 


de donde se vé gue [Udy] - - manda el vector de coordenadas de T respecto a la 
base B al vector de coordenadas de Y respecto a la base G. 


Así, si B = fm, Zn}, y = {Ji + Un) y E = 0181 +... + Ay E, entonces 


01 by 
Bel: J=]: Z = biij + + dan. 


an bn 


Definición 52 Se dice que dos matrices A y B € Maxn (F) son similares si IQ € 
Maxn (F) invertible, tal que 


A =Q" BQ. 
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Ejercicio 92 La relación de similaridad ~ es una relación de equivalencia en 
Maxn (E). 


Definición 53 1. Se dice que la matriz A representa a la función lineal T : V = 
W si existen B base de V, y base de W tales que A = [TT . 


2. Se dice que la matriz A representa a la función lineal T : V = V si existe B 
base de V, tal que A= T. 


Teorema 44 A es similar a B <= A y B representan al mismo operador lineal 
T: VV. 


Demostración. =) Si A = ir]; y B = [T], entonces: 


T =IdoT o Id = |T] = [df - [T - Tra, 


-1 
Como Haf Hd} = Ua = [,,, tenemos que Haf = (ua) . 
>) Si A = Q7!BQ, entonces A representa a A+ _: F” — F”. Entonces A = 
[A- ae , donde £ es la base canónica de F”. 


A=|[A- Je = [La] [A - JI Zd] y A=Q7*BQ. Entonces es claro que si Haf = 
Q”, entonces B = [A- JÍ. 

De [I dž = ©7"observemos que basta tomar 

=} 1 12 —1y2 
=O 07) 
u 
Ejercicio 93 Sea 
T: P (R) = Maxa (R) 


1 2 
f hf 
f(A o 
f) fa) -— (0) 
1. Encuentre la matriz de T respecto de las bases canónicas. 


2. Encuentre la inversa de la matriz anterior. 


3. Encuentre T7}, y diga cuánto es T71 ( y : ) i 


4Cuando una función lineal T: V — V, va de V a V, se dice que T es un operador. 
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4. Aplique la fórmula para encontrar T7! ( : ) 


Ejercicio 94 1. a) Encuentre un polinomio cuya integral de O a 1 valga 2, 
b) su integral de 0 a 2 sea 4, 
c) su derivada en 0 sea 7 


d) y su valor en 1 sea 2 más su valor en 0. 


Ejercicio 95 Sea 


P; R = Max3 (R) 
ra) Je) FO 
f (3 rO) -0 ) 


1. Calcule la matriz de T' respecto a las bases canónicas. 
2. Encuentre el inverso de la matriz del inciso anterior. 
3. Muestre que T es un isomorfismo. 

4. Calcule T7*. 


5. Use T7' para encontrar un polinomio que en 1 valga 2, en 2 valga 3, que en 0 
valga 5, que tenga un máximo local en 0, y que su integral de —1 a 1 sea 2 


Ejercicio 96 Muestre que el conjunto de todos los polinomios que satisfacen el inciso 
5 del ejercicio anterior son tantos como |R]. 


Ejercicio 97 Sea 


1. Calcule la inversa de T. 


2. Use el inciso anterior para encontrar un polinomio que en 1 valga 1, en 2 valga 
1, en 0 valga 3, y tales que sus derivadas en 1,2, y 0 sean 1,-1,0, respectiva- 
mente. 
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Ejercicio 98 5 = {sen (x) ,cos (1)) es una base para 
{F ER > R |f (2) 


y = {sen (x +1),cos (x + 1)} es otra base. Encuentre la matriz de cambio de coor- 
denadas |Id]}, y las coordenadas de sen(x) — 3 cos (x) respecto de y. 


—f (x), f tiene todas sus derivadas} . 


Ejercicio 99 Recuerde que la proyección sobre W a lo largo de Z, es 
pů: WAZ > W 
U+FZ — ü` 
. Demuestre que pý, es idempotente, es decir, que pý, o pé, = pf,. 


. Muestre que todo operador lineal T: V — V idempotente es una proyección, 
er(T 


mostrando que T = Prv) “> 


3. Sean W,, Wa, W; los subespacios de R?, siguientes: 
W =((2,0)| € R} 
Wz = {(0,x) | x € R} 
W; = {(x, x) | TE R}, 


calcular PWR, pw? y ver que son distintos. 
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Ejercicio 100 Sean y una base de W (W de dimensión m) yT : V => W una 
función. 


1. Demuestre que T es lineal © ®, o T: V — F™ es lineal. 
2. Demuestre que S: V — F"" es lineal © p;o S es lineal para cada i € [1,...,m). 


3. Use lo anterior para mostrar que 


es lineal. 


Ejercicio 101 Consideremos las matrices 


1000 1 -1 3 -7 
0200 0 8 -4 -6 
do el a- 24 E 
0001 0 0 0 1 
1. Calcule Q7! 
1 0 -1 -1 
; 02 0 6 
= 
2. Verifique que QAQ™ = 00.2 1 
00 0 1 


3. Note que QAQ! = (QAQ!) Yn E€ N. 


0 -1 


4. Galcule 


ooo r 
OoOOoN 


0 
2 
0 
1. Muestre gue 


igi F = F*? 


r — rë’ 


es lineal, donde | €, = | 0,0,...,0,1,0,...,0 
< 


k coordenadas 
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2. Si F” E, F" es lineal, entonces T . = 


3. (i1 o pı + i20 pz +... + in 0 Pn) = Idpn 
4. Muestre que T es lineal si y sólo si T o 4, es lineal, para cada k € (1,...,n). 


tě A B X Y : 
Ejercicio 102 Suponga gue ( © pz Q son matrices de nxm y mxr, 


respectivamente. Suponga que las submatrices A, B,C, D, X, Y, Z,Q son tales que se 
pueden realizar los productos 


AX, BY, AY, BQ,CX, DZ, CY, DQ. 


Muestre que ( £ e o al 


Z Q CX+ DZ CY +DQ 

Ejercicio 103 Verifigue lo anterior multiplicando las matrices 
1 1 1 1 > n 

2 —2 -1 

-1 0 -1 0 -6 -9 -6 

PB TrA] -2| (68 4 


Ejercicio 104 Se dice que W < V es T—invariante,T : V — V lineal, si T (W) < 
W, es decir si 


conmuta. 


1. Suponga que la dimensión de V es n y que la de W es m. Muestre que si y es 
una base para W, entonces existe B base de V tal que 


n= ( Fw], A 


C 
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2. Muestre que T invertible > Tẹ invertible y C es invertible. 


3. Muestre que T es invertible => 


» = -1 -1 
R BY ( (Mm) v 
0 C 0 Cal ? 
donde Y satisface [Tw] Y + BOT! = 0. Es decir, 


Y= (ma (8073). 


Ejercicio 105 Muestre que ( > a ) es invertible => A y C son invertibles. 


Ejercicio 106 Muestre que 


1 2 1 9 51 7 7 
33 5 -—9 1 5 —8 
00. 2 4 -4 -5 5 
00 0 1 0 0 0 = E el 
00 0 0 1 0 0 
00 0 0 0 1 0 
00 0 0 0 0 1 
es invertible, calculando 
2 4 A -5 BR 
A 01 0 0 0 
arfaa) CA=|00 1 00 
00 0 1 0 
00 0 0 1 


y usando el ejercicio anterior. 


Ejercicio 107 Muestre que si T : V — V tiene un subespacio T—invariante W, son 
equivalentes: 
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1. T es invertible. 

2. Tiw:W=W y pY oT oiz, son invertibles, donde 
a) V=WGZ, 
b) Z 2, V es la inclusión, 


c) př es la proyección sobre Z a lo largo de W. 


Ejercicio 108 Muestre que 


A R* — R* 
T 2+2y +72 — 3t 
y = 3x+4y + 2z — 4t 

2+t 

t 22 


tiene un subespacio T—invariante W de dimensión 2 que satisface las condiciones 
del inciso 2 del ejercicio anterior. 


Ejercicio 109 1. Muestre que cc la conjugación, no es una función C— 
lineal. Es decir, que no respeta multiplicación por complejos. 


2. Sin embargo, muestre que ( z ) ( x ) es R- lineal. 
kt 
=y 


3. Concluya que cc respeta la suma pero no es lineal. 
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CAPÍTULO 4 


Sistemas de ecuaciones lineales 


4.1. Operaciones elementales 


Observación 36 Para una matriz A € Mnxm (F), B € Mmxr (F), se tiene que 
AB = (AB?! | ABE |... ] ABI) 


Demostración. (AB) = (AB) ë; = A (Bě;) = AB. m 


Observación 37 Denotemos et = | 0,...,1,0,...0 |. Sea A € Muxm (F), entonces 
NE 


el i-ésimo renglón de A. 


Demostración. 
ZA = (BA | &A? |... | 4) 
Ahora, 
Aij 
& Ai = | 0,...,1,0,..,0 Aij | = M. 
=~ i 
i lugares : 
Anj 
= 
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A,B 
A:B 

Observación 38 AB = : 

ArB 

Demostración. (AB) = (AB) = (&A) B = A,B. u 
Definición 54 1. Definimos la operación elemental 
Tis : Mnxm (F) = Mnaxm (F), 
como la operación que intercambia los renglones i-ésimo y j-ésimo. 


2. Definimos la matriz elemental Jij =: Jij (In). 


Teorema 45 Si C € Mnxm (F) entonces Jij (C) = 33: (C) 


Demostración. 
a 
i lugares : 
č j lugares 
Jy (C) = i (0) = 

en 

C 

i lugares : 
Ci j lugares 
= : T Jij (C) 
G 
Ca 
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Definición 55 Definimos la función Me; : F” F", ce F por medio de: 
Mos: FE" — F" 
e > Cc: ej 
Ent ji 
Así, Mei multiplica por c la i-ésíma coordenada de un vector en F”. 


Definición 56 Sea P la base canónica de F”, denotemos por We; la matriz [Mo], 


es decir que 
Moi 


F —— pF 


Mei 
EF" 
Nótese que Mei = Mei- 


Definición 57 Ahora definamos Mei : Mnxm (F) — Mnxm(F) por medio de: 


Ay Ay 
Meil As = c: A; |, es decir, Mei multiplica por c el i—ésimo renglón 
A, A, 


de una matriz. Nótese gue Mei es lineal. 
Teorema 46 Si A € Mnxm (F) entonces Mei (A) = Mei (Ln) + A. 
Demostración. 


Moi (4) = (Mo; (4") | Mei (4?) | Fa | Mei (4™)) = 


= (Mei E 6 | Mei i © | me | Mei “ €n) s A 
= (Male) | Mos (62) |... | Mo: (€,)) - A = 
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Definición 58 Definamos Sej; Maxm (F) > Mnxm (F) por 


Soi A- CA¡+ A; sik=j ` 


Teorema 47 Sei (A) = Soi (In) -A. 


Demostración. 
ŽS a 
Por otra parte, P 
Scij (In) = f ob č A Jo 
entonces l i : 
O a aa 
u 


Definición 59 1. Las funciones Jij, Mei (c 0), So: se llaman operaciones 
elementales de renglón y las matrices Jij (In), Mei (In) (c * 0), Sex (In), se 


llaman matrices elementales. 
2. Se dice que Jij, es de tipo 1, Mei (c # 0), es de tipo 2, S. ¡ es de tipo 3. 


3. Se dice que las matrices Jij (In), Mei (Ln) (c * 0), Sei (In), son de tipo 1, 
2, 3, respectivamente. 


Ejercicio 110 1. Demuestre que las operaciones elementales son invertibles. De 
a. = ES 
hecho, demuestre que TJ, = Fij, Mi = Mi Sej =Ó eg 


2. Demuestre que las matrices elementales son invertibles. Muestre que 


3. Concluya que el inverso de una matriz elemental E, es del mismo tipo que E. 


Notación 5 1. Si A E€ Muxm (F), el rango (de renglones de A) es la dimensión 
del espacio generado por los renglones. Denotaremos por rango(A) al rango de 
renglones de A. 
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2. Si A € Mnxm (F), el rango (de columnas de A) es la dimensión del espacio 
generado por las columnas. denotaremos rango* (A). 


Teorema 48 Si R es una operación elemental de renglón, entonces para cualquier 


matriz 


A € Mnxm (F), 


se tiene que 


Demostración. Teoremas 45, 46, 47. m 
Teorema 49 rango* (A) = rango(A - -), donde F” & Fr. 


Demostración. 18, ..., Emn} genera F™, por lo tanto 
3 e 3 


genera la imagen de (A - _). Entonces 
rango (A - -) = dim £ (Lal, Až., A™}) = rango" (4). 
u 


Lema 3 Sea T: V — W una función lineal, yd: Z—V,V:W SY isomorfismos 
entonces rango(T o $) = rango(T") = rango(y o T). 


Demostración. 


rango (T o ©) dim((T09)(Z)) = 


dim (T ($(Z))) = dim (T (V)) = rango (T). 


Por otro lado, si consideramos viw£z , y tomamos 5 una base de T (V) , entonces 
y (6) es una base para 4 (T (V)) . Lo anterior se debe a que tenemos un isomorfismo 


T(VEDyT(V)). 


Entonces rango( o T) = dim (y (T (V))) = dim (T (V)) = rango(T). m 
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Ejercicio 111 Si el diagrama 


e 


ya y 


conmuta, y p, Y son isomorfismos, demuestre que rango(T) = rango(U). 


Teorema 50 Las operaciones elementales de renglón no alteran el rango de renglón 
de una matriz. 


Demostración. Sea R una operación elemental de renglón, y sea A una matriz 
en Mnxm (F), veamos que el espacio generado por los renglones de A está incluído 
dentro del espacio generado por los renglones de R (4). 

1. Si R = Jij, es claro que 


£ UAn 0 Aa} = £ (Las (A) > ++ (Tas (40) )) - 
2. Si R = My, entonces 
(Ape Ap) E L (L (Mes (A) > (Mos (Ap) )) > 


ya que 
[Mes (A) s (Mes (An)) } = 141,0: Aj, «> A) - 


3. Si R = Saij , entonces el conjunto de renglones de R (A) es: 


Ai,- CÅ; + Aj, ..., Ap , 
¡On 


j lugares 


como Aj = (cAi + Aj) — cA;, entonces debe ser claro que 


(A 0 An) © 8 (Se (AD), >> (Sar (A), ) - 


En cualquier caso tenemos que 


ELA, Ao) EL (L(R(A)), > (READ) ))- 
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Una nueva aplicación del argumento, nos dice que 


E (RÍA) s- (RIAY))) E £ ((RARLA)) > (RAR (A), )) = 


= £14A1,..., An). 


Entonces, como una operación de renglón no cambia el espacio generado por los 
renglones de una matriz, tampoco cambia el rango de renglón. m 


Teorema 51 Las operaciones elementales de renglón no alteran el rango de columna 
de una matriz. 


Demostración. Sea R una operación elemental de renglón, y sea A € Myxm (F). 
Como vimos en el Teorema 48, R (A) = R (In) - A. 
Observando el diagrama 


F" A- F” RUn):- pr 


y en vista de que R (In) - - es un isomorfismo! (R (Ip) tiene como inversa R7' (In )) 
concluímos, usando el Teorema 49 y el Lema 3 que 


rango* (A) = rango (A - _) = rango ((R (In): )o(A--)) = 


= rango" (R (In) - A) = rango* (R (A)). 


u 
Definición 60 Se definen las operaciones elementales de columna 
Si Me Sej 
de la manera natural. Análogamente se definen las matrices elementales de columna 


Trj Tn), Mai (Tn) o: 


Ejercicio 112 Una matriz elemental de columna es una matriz elemental de renglón 
(y del mismo tipo). Por ejemplo, S15 (In) = Jij (In). 


TRecuérdese que una función lineal entre dos espacios de dimensión finita es invertible si y sólo 
si su matriz es invertible. 
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Ejercicio 113 Denotemos por € * una operación elemental de columna y por € a la 
operación de renglón que se obtiene al suprimir el símbolo “*”. (Es decir, si E = Si, 


entonces E = Jij.) Demuestre que E (A) = (E (41). 
Teorema 52 Las operaciones elementales de columna no alteran el rango de renglón. 
Demostración. Usaremos el ejercicio anterior. 
rango (€'(A)) = rango (€ (a5) = 
= rango*€ (4) = rango* (4") = rango (A). 


En donde hemos usado gue una operación elemental de renglón no altera el rango 
de columna para afirmar que rango*€ (A) = rango* (At), y el hecho obvio de que 
rango* (4%) = rango(A). m 

Es claro gue una operación elemental de columna no altera el espacio generado 
por las columnas de una matriz. En consecuencia, las operaciones elementales de 
columna no alteran el rango de columna de una matriz. Podemos resumir en el 
siguiente Teorema. 


Teorema 53 Una operación elemental (de renglón o de columna) no altera el rango 
(de renglón o de columna) de una matriz. m 


4.1.1. Matrices reducidas y escalonadas 
Definición 61 Una matriz A € Maxm (F) está reducida y escalonada si 
1. A; 40 = el primer coeficiente distinto de cero de A; žes 1. 
2. (4, 40,1 < j) > (A; £ 0 y el coeficiente principal de A; va a la izquierda del 
coeficiente principal de Aj). 


3. Si Aip es el coeficiente principal del renglón i— ésimo, entonces la columna k- 
ésima es €;. 


Ejemplo 62 1. Una matriz de ceros está reducida y escalonada. 


1230-10 
0001 2 0 $ ; 

2, 0000 0 1 está reducida y escalonada. 
0000 0 0 


2Este coeficiente se llama el coeficiente principal. 
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1000 
01.00 7 l 
3. 001.0 está reducida y escalonada. 
0001 
0000 0 0 
0001 2 0 j , 
4. 0000 0 1 no está reducida y escalonada. 
1230-10 
00.01 2 


9. 1 2 3 0 -1 0 |, no está reducida y escalonada 


o 
o 
© 
o 
o 
Fr 


no está reducida y escalonada. 


OOOCO-r 
OOOoON 
D O- QI 
O O N-O 


Definición 62 En Mnxm (F) definimos la relación x por: 
AxB 


si B se puede obtener de A mediante operaciones elementales de renglón. 


Observación 39 Notemos que A x B © 38€1,...,€; operaciones elementales de 
renglón tales que E, o ... o Es (A) = B > (3E, ..., Es matrices elementales tales que 
Ej.. Es: A= B). 


Observación 40 La relación ba es de equivalencia. 


Demostración. 1. VA € Myxm (F), A = M11 (4) = h- A= 4. 

2. Abi B s E- E,- A= B > A= E7.. Er! B > Bo A. 

3. (A œ% BA B% C) > Er. Es: A AH1.. Hi B = C para matrices elementales 
Ei, ..., Es, Hi, ...Hi. Entonces 


Hi. H Er Es A=H,-..:H,:B=C, 
es decir, AXIC. m 


Teorema 54 Toda matriz A € Mnxm (F) se puede reducir y escalonar por medio de 
un número finito de operaciones elementales de renglón. 
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Demostración. Por inducción sobre m, el número de columnas de A. Notemos 
que si A es la matriz cero, entonces A ya está reducida y escalonada. 


Base. 
An 
Si m = 1, entonces A = | Aj1 |. Si A;1 4 0, entonces J;,; (A) es una matriz 
Ana 
Ai 
cuya coordenada superior es distinta de 0: | A11 | , aplicando M Usd obtenemos 
1,1? 
An, 
1 
A11 |, ahora aplicando 
Ant 
S A112 S A112 ...) S_An.1,1,2 
1 
0 
sucesivamente, obtenemos : que ya está reducida y escalonada. 
0 
0 


Paso inductivo. 

Supongamos que m > 1 y que la afirmación es cierta para matrices con menos de 
m columnas. 

Por hipótesis de inducción, podemos encontrar matrices elementales 


tales que 
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está reducida y escalonada, entonces Es-,...- Ej- A = (R | 0), donde R está reducida 
y escalonada y V € F”.3. Consideremos 


0 1 * * * 
0 0 0|1 * 
r renglones4 0 0 0 0 x 
S 0000 AE I 
00 0 i 
0000- 00 * 


si las coordenadas r + 1, r + 2,... n de la última columna son 0, entonces la matriz 
completa ya está reducida y escalonada. En caso contrario, hay una k—ésima coor- 
denada (k > r) de la última columna distinta de cero. Intercambiando el renglón 
k—ésimo con el r + 1—ésimo, conseguimos que el coeficiente r + 1,n—ésimo de la 
matriz sea distinto de cero, enseguida lo podemos cambiar por un 1, multiplicando 
el r + 1—ésimo renglón por el recíproco del r + 1, n—ésimo coeficiente. Así el renglón 
r + 1—ésimo es (0,0,...,0,1), por medio de operaciones de renglón del tercer tipo, 
podemos cambiar los demás coeficientes en la última columna por 0. Obtenemos 


0 1 x * P * x 0 

0 0 Oli ++. * 0 

r renglones 0 0 0 0] k 0 
0 0 00 |1 0 

0 0 0 0 1 

0000 >+ 000 


que ya está reducida y escalonada. m 


Ejercicio 114 Demuestre que una matriz puede ser transformada en una única ma- 
triz reducida y escalonada. 


Teorema 55 El rango de renglón y el rango de columna de una matriz coinciden. 


3Recordemos que AB = (AB! | 4B?|..| AB") „si A E€ Mnxm (F) y B € Mmxr (F). 
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Demostración. Sea A € Mnxm (F), por medio de operaciones elementales de 
renglón se puede escalonar y reducir A. Supongamos que se obtienen rrenglones 
distintos de 0, entonces e, es la columna que corresponde al coeficiente principal del 
primer renglón, ez es la columna que corresponde al coeficiente principal del segundo 
renglón, ... €, es la columna que corresponde al coeficiente principal del renglón r. 
Intercambiando columnas si fuera necesario, podemos llevar la matriz a la forma 


E 


0 


* 
I, : * 
0 1 * 
G ose E 
e de i 0 % 0 
0.. 00> 0 


esta matriz tiene el mismo rango de renglón que de columna: r. Pero tiene el mismo 
rango de renglón (y de columna) que A, pues se obtuvo de A por medio de operaciones 
elementales, que como hemos visto no alteran los rangos. m 


Observación 41 El Ejercicio anterior se puede replantear en la siguiente manera: 
se ha observado que la relación ba es una relación de equivalencia en Mnxm (F). 
Entonces en cada clase de equivalencia hay una única matriz reducida y escalonada. 
En particular, hay tantas clases de equivalencia en Maxm (F) / va, como matrices 
reducidas y escalonadas. 


Notemos, como un caso particular de la observación anterior, lo siguiente. 
Lema 4 A € Mnxn (F) es invertible © A da In. 


Demostración. =>) Si A es invertible, entonces es equivalente a una matriz 
reducida y escalonada con rango de columna n 


(rango* (A) = rango (A -_) =n, 


pues A- _ es un isomorfismo entre F” y F”). Si E es la matriz reducida y escalonada 
equivalente con A, entonces tiene n renglones distintos de cero. De la misma manera 
que en la demostración del Teorema 55, concluímos que las n columnas de F son €1, 
€2, ..., En, es decir que E = h. 

<=) Si Expo Ex1 o o E, +: A = In entonces Ex- Ep- E = AH. m 
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Corolario 9 A € Mnxn (F) es invertible © A es un producto de matrices elemen- 
tales. 


Demostración. <) Es claro pues toda matriz elemental es invertible y un pro- 
ducto de matrices invertibles es invertible. 
=>) Como en la demostración del Lema anterior, tenemos que 


Ep: Bits Ea = A"; 


entonces 
pl = -1 
A=E AO DER Y i 


4.2. La inversa de una matriz 
En el último Lema tenemos que si Ex- Eg—1 + + E1 + A = In, entonces 
Er Epa. E =A7. 


Si ponemos /,en la ecuación anterior obtenemos Ej + Ex-1*...* Ej © In = A47*. Lo 
que sugiere los siguiente: 

Para obtener el inverso de una matriz invertible A € Myxm (F), hay que reducir 
y escalonar A, y después aplicar a /,, las mismas operaciones elementales de renglón. 

Es decir que si Ej- Ex-1+...: Es: A = IL, entonces Ep- Ex-1 +... Er: (A| h) = 
(In | 475). 

Si uno toma la matriz aumentada (A | I„) y uno la reduce y escalona por medio 
de operaciones elementales de renglón, al final obtiene uno (7, | A7). 


Ejemplo 63 
—5 -1 -1100 100- 0-5 
—5 1 00 10|x|010 -l 1 =g J> 
0 6 6001 0 01 1 -1 5 
por lo gue 
1 1 -1 
=5 0 E —5 -1 -1 
-1 5 =| -5 1 
1 — 3 0 6 6 
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De manera análoga, si uno reduce y escalona una matriz invertible A por medio de 
operaciones elementales de columna, obteniendo I, = AE¡E>...E,, entonces A7! = 
IE E3...E,. Así que 


=5 -1 -1 1 -1 -1 
—5 1 0 1 1 0 
Ejemplo 64 | $ 6 0 [> E a 0 E 
0 1 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 
1 0 0 1 0 0 
1 2 1 0 2 1 
ES 0 6 6 ae —6 6 6 1 
—1/5 -1/5 -1/5 0 —1/5 -1/5 
0 1 0 0 1 0 
0 0 1 -1 0 1 
1 0 0 1 0 0 
0 0 1 0 1 0 
—6 -—6 6 —6 6 -—6 
o 1⁄5 |" | dk : |7 
0 1 0 0 0 1 
-1 22 1 -1 1 -2 
1 0 0 1 0 0 
0 1 0 0 1 0 
0 0 —6 a 0 0 1 
-bo po ao al 
-1 1 1 -1 1 -1/6 
1 -1 22 1 -1 1/3 
de nuevo, hemos obtenido que 
-E 0 -4 == 
—1 1 -1/6 |=| -5 1 0 
1 -1 1/3 0 6 6 


Ejemplo 65 Por último, podemos notar que si llevamos la matriz invertible A a la 
identidad In, por medio de operaciones elementales de renglón y columna, es decir, 
si 

Eg- Epic... Ej: A Pie Poon Fo = Hh, 
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entonces multiplicando por los inversos de las E,del lado izquierdo y por los inversos 
de las F; del lado derecho, obtenemos: 


äs H se brBr IR ON E, 


entonces A™! = (Ip - Fi- Fo- Fẹ) (Ep + Ex-1 +... * Er + In), esto sugiere lo siguien- 
te: 


( ali ) y uno lleva el bloque A a la identidad por medio de operaciones 


Lo | 
IC 


BS ) , entonces A7] = 


elementales de renglón y columna, obteniendo al final ( 


BC. 
Notemos que en el bloque indicado por un asterisco no hace falta poner nada (si 
se quiere se puede completar con ceros). 


Ejemplo 66 

—5 —1 —1 1 0 0 1 —1 —1 1 0 0 

—5 1 0 010 1 1 0 010 

0 6 6 001 = 0 6 6 001 A 

1 0 0 * x * —1/5 0 0 x x x 

0 1 0 * * * 0 1 0 * * * 

0 0 lo * * * 0 0 LR 
1 -1 -1 1 0 0 1 -1 -1 1 0 0 
1 1 0 01 0 0 2 1 —1 1 0 
0 1 1 00 1/6 0 1 1 0 0 1/6 
-1/5 0 0 x» * | | -15 0 0 xxx |” 
0 1 0 * * * 0 1 0 * kok 
0 0 lo ox * 0 0 1 kok k 
1 0 0 1 0 -1/6 1 0 0 1 0 -16 
0 2 1 -1 1 0 0 1 1 -11 0 
0 1 1 0 0 1/6 0 0 1 0 0 1/6 
-1/5 0 0 * x x S | -1/5 0 0 x x x 
0 1 0 x * * 0 1 0 x * * 
0 0 1 x x * 0 —1 1 x * * 
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1 0 0 1 0 -16 
0 1 0 -1 1 -126 
0 0 1.0.0 1/6 
> 
1/5 0 0 x x x 
0 1 0 * * * 
0 -1 1 * * * 
Así gue 
-1/5 0 0 1 0 -1/6 -1 0 z 
A“ = 0 10 1 1 —1/6 | = 1 1-5 
0 = 0 0 1/6 1 -1 5 
4.3. Sistemas de ecuaciones 
Notación 6 Dado el sistema de m ecuaciones con n incógnitas 
Apt se Andy = b 
Ama TT +... + Amon Tn = by 
también lo podemos representar matricialmente por 
Ař=b (4.1) 
Ai Am Tı by 
donde A = a : „ws : „b= a 
Ama +5 Amn Tn by 
Además decimos que el sistema 
AF =0 (4.2) 


es el sistema homogéneo asociado a 4.1. 


Teorema 56 Sea Sy el conjunto de soluciones de 4.2, entonces Sy < F" y 


dim(Sy) = n— rango (A). 
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Demostración. Sy = [ze F” | AZ = 0) = Ker(; pr ts Fr) < F” y 
dim (Sy) + rango (A) = nul(A-.) + rango (A -) =n. 
<. dim (Sy) = n— rango(A). m 
Definición 63 (4 | 5) se llama la matriz aumentada del sistema de n x m 4.1. 


(a | 5) es la matriz que se obtiene al agregarle a la matriz A la columna b, como 


última columna. 
Ejemplo 67 El sistema de ecuaciones 


2x + 3y =-1 
2r +5y=2 


2 3|-1 
25. 2 
Definición 64 Si € es una operación elemental de renglones, podemos aplicar la 


operación E a un sistema de ecuaciones, aplicándosela a la matriz aumentada del 
sistema. 


tiene matriz aumentada: 


Es decir, si € es una operación elemental, y AFT = b es un sistema de ecuaciones, 


entonces € | AT = 5) es el sistema que tiene matriz aumentada E ((a | 5) : 


> 


Ejercicio 115 Muestre gue € (az = b) SeE(4)1=€(B). 


Ejemplo 68 Consideremos el sistema de ecuaciones 


1 23 45 1 

0.98 76 | el 

2 46 8 10 i SiN r i 

—3 e V2 mn -1 ee 342 
v5 


y tomemos la operación elemental S342, la operación que suma 3 veces el cuarto 
renglón al segundo.. La matriz aumentada del sistema es: 


1 2 3 4 5 1 
0 9 87 6 -1 
2 4 6 8 10. mr | 
-3 e V2 m -1 322 


128 
el resultado de aplicar S3 42 a la matriz anterior 
1 2 3 4 
—9 9+3e 8+3V2 7+3r 
2 4 6 8 
—3 e V2 T 
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CS: 
5 1 
3 -—1+9/2 
10 T 

i 3y2 


Así que el resultado de aplicar la operación elemental S342 al sistema original es 


el sistema 
1 2 3 4 5 Tı 1 
-9 9+3e 843/2737 3 22 -1 +92 
2 4 6 g 10 N = T 
-3 e V2 T -1 pa 3/2 
X5 
Es decir: 
Tı | 2% | 323 | da | 5X5 1 
911 + (9 + 3e) £2 + (8 + 3V2) 23 + (7 + 371) 24 + 325 1+9y2 
211 4x9 | 623 | 8T4 | 10%; = T i 
311 + ex2 + V2x3 TILA — T5 = 3/2 


Teorema 57 Las operaciones elementales no alteran el conjunto de soluciones de 


los sistemas de ecuaciones. 


Demostración. Sean 


s=[seF"|A2=5), s= (o 


Veremos que S = S. = 

CW E S > AV =b > E. (Av) 
€ (A). Entonces € (A) -v = (E (Im) 
č 0 . Por lo tanto U € S. 

Por lo tanto S C S 


D) Análogo al inciso anterior, usando que £~! 


Fr 1E(4)2=€(5)). 
= E (Im)), por lo tanto € (Im) A = 
-1=E(A-0)=E-b=€ (Im) b= 


es una operación elemental. m 


Teorema 58 AF = b tiene solución <> rango(A) = rango( A | b) : 
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Demostración. 
AZ = b tiene solución © 


ri At +... +2, 4% = b tiene solución © 
bEL(ÍAL..., A2) 
E((AL,..., 423) = £ ({45 42} U(B)) © 


> 


rango (A) = rango (4 | b) 


Teorema 59 Sean 


s=[seF"|A2=5) +0 
= [ze F” | az=0), 
entonces toda solución CE S puede escribirse como 
Č=5+ 5, con Sy € Sh, 


donde ïS € S. 


Demostración. Sea č € S, entonces C = $ +(c— 3). Ahora, C— $ € Sy pues 
A(č- 5) = Ač- A5=b—b=0. 
743 


Recíprocamente, si C= 5+ 5,,, entonces tenemos que 


> > > 


A(8+5,) = A3+ A5, =5+0= by 


H 


por lo tanto CE S. m 

Como las matrices se pueden reducir y escalonar por medio de operaciones ele- 
mentales de renglón y como las operaciones elementales no cambian las soluciones, 
podemos notar gue para resolver un sistema de ecuaciones lineales de n x m basta 
hacer dos cosas: 

1. Reducir y escalonar la matriz aumentada del sistema. 

2. Resolver el sistema reducido y escalonado resultante. 


En adelante, fijaremos nuestra atención en sistemas con matrices reducidas y 
escalonadas. 
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Definición 65 Si un sistema de ecuaciones está reducido y escalonado, podemos 
partir el conjunto de las variables en dos conjuntos: 


1. El conjunto de las variables que corresponden a coeficientes principales de los 
renglones de la matriz (a estas variables les llamaremos principales). 


2. El conjunto de las demás variables, a las que llamaremos libres. 


Observación 42 Si un sistema de ecuaciones está reducido y escalonado (y tiene 
solución), entonces se pueden intercambiar las columnas (si hiciera falta) a fin de 
obtener un sistema de la forma 
IL, |» 
(510) 


donde r es el rango de la matriz del sistema e I, es la matriz identidad de r x r. 


Observación 43 Sea 


Až =b 
I-|x f 
es un sistema reducido y escalonado tal que AQ = ( o|o ) . Consideremos el 
sistema 
AQZ =b. 
Entonces Q- : S 17 ` AQí=5> ©S una biyección entre el conjunto de soluciones 
de Ař=b y el conjunto de soluciones de AQY = b. 
Demostración. 
g es solución de AQF 5 AQS 5 Qs es solución de AY = b. El inverso 
de Q-_esQ-_ m 


Q es un producto de matrices elementales de columna del primer tipo: Q es de la 
forma siguiente: 

Q = Ti o Tai 0...0 Iria 
(convengamos en que Jk, = Im, para la afirmación anterior). 

Notemos ahora que Jij (Im) = Jij (Im) (ejercicio). Así que en la demostración 
del teorema anterior, si 5 es solución de AQF = b, entonces Jii 0 S21, 0... 0 Jri 5 es 
una solución de Až = b. 

Lo anterior muestra gue para resolver un sistema reducido y escalonado de ecua- 
ciones, basta resolver el sistema que resulta al reordenar las columnas de manera que 
las r primeras sean €, €», ..., €, (estamos suponiendo que el rango de la matriz del 
sistema es r). El párrafo anterior muestra como recuperar las soluciones del sistema 
original. 
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Ejemplo 69 Para resolver el sistema con matriz aumentada 


1-5 -5 -7 -57 0 
0 0 1 9 6 9 3 
0.0. 0. 0 1 7-9]? (£3) 
0 0 0 0 0 1 5 


podemos intercambiando las columnas 3 y 2, luego las columnas 3,5 y por último las 
columnas 4 y 6, obtener: 


1-5 —5 7 -5 -7 0 1 0 0 0 —5 38 855 
0 1 6 90 9 3 9 0100 0 9 22 
0.0. 170 0.7 00 10 0 0 -4 
0 0 0 1 0 0 5 0001 0 0 5 


digamos que las variables son z1, ..., xe entonces las variables principales son x1, ..., Ta 
y las libres son z5 y X6. Entonces 


21 1 0 0 0 
za | 0 1 0 O 
z afo a o a MO P Noa 
La 0 0 0 1 
855 —5 38 
= 222 0 9 
rhs 0 Mea [NO 
5 0 0 
21 855 —5 38 
T2 222 0 9 
zts |_| -M 0 a 0 
Entonces = 5 T5 0 Te 0 
X5 0 -1 0 
X6 0 0 —1 


Así, asignando valores a 15 y X6 obtenemos las soluciones. 
Si queremos recuperar las soluciones del sistema original 4.3 podemos aplicar las 
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operaciones elementales de renglón S23 o Ja5 0 Ja, a 


855 —5 38 
222 0 9 
—44 0 0 
man [RS lr 
0 -1 0 
0 0 -1 
855 + 5x5 — 3826 855 + 515 — 3826 855 
222 — 9x6 T5 0 
es decir, fo 30 33 504,6 > = n = | 
: s 4 5 Te 0 
T5 —44 —44 
X6 5 5 
5 —38 
1 0 
+ Ts f +26 A 
0 0 
0 0 
En efecto: 
855 + 5x5 — 3826 
1-5 —5 -7 -5 7 £5 0 
0.00 1 9 6 9 222 — 9x6 = 3 
0.00. 0 0 1 7 £6 -= 
0 0 0 0 0 1 —44 5 
5 


En general, podemos observar lo siguiente: 


Observación 44 El sistema de n ecuaciones con m incógnitas 


by 
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es equivalente a: 


Tı 
De E 5 
0 = 11€1 + 72621 F Te, 
0 
bı 
: Art Am 
E 0 0 
ní 0 — Tr41 : 7 TIm : > 
: 0 0 
0 
así que una solución satisface 
21 bi dis A22 
Tr i =1 E 
tı | | 0 > : a = 1 
. 0 0 
Tm 0 
Que como se vé está incluída en la matriz A. 
Ejemplo 70 
Tı 
1 0 0 -51 -73 -86 43 -4 
0 1 0 —73 —91 —50 50 ES 67 
001 1 5-39 8 De —49 
000 0 0 0 0 è 0 
16 
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tiene las soluciones dadas por 


—4 —51 —73 —86 43 
67 —73 —91 —50 50 
—49 1 5 —39 8 
0 + s —1 +t 0 +u 0 +2 0 
0 0 -1 0 0 
0 0 0 —1 0 
0 0 0 0 -1 


Ejemplo 71 Consideremos el sistema 
1 +2y+2=1 
r+2y-z=2 


Vod 2 0 


3 
cuya matriz aumentada es ( hor 2 X È : a 2 ) intercambiando 
la segunda columna con la tercera, obtenemos 


intercambiando los renglones (en realidad, coordenadas) 2 y 3 obtenemos las solu- 
ciones del sistema original: 


En efecto: 


+t 


OS 
= m. 
N N 
loa 
= 

Wi 

| 

niw WIR ONI© 


+ v 
o bw 
= 
I 
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Ejemplo 72 


Tı 
T2 
1 0 0 -2 251-1 1 
010 0 230 -2 S =| 2 
001 0000 3 E 3 
Te 
T7 
Tg 
Cuyas soluciones son: 
1 —2 2 5 1 —1 
2 0 2 3 0 -2 
3 0 0 0 0 3 
0 -1 0 0 0 0 
0 =t 0 — la 1 — 83 0 — ta 0 — ts o 
0 0 0 -1 0 0 
0 0 0 0 -1 0 
0 0 0 0 0 -1 


intercambiando los renglones 2 y 4 y después los renglones 3 y 7, obtenemos las 
soluciones del sistema original: 


1 —2 2 5 
-1 0 0 
0 0 0 -1 0 
-=t : — ta E - t3 y =t -ts , 
0 0 -1 
0 0 0 
0 0 0 


o F 
© 


OUWMOON O © 
ooooo 
© 
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en efecto: 
1406-95 tóte 
ti 
1 —2 1 0 2 5 0 -1 ta 
VĚ O S aci 
0.0 00001 3 2 
t3 
336 
t5 
1 
= 2 
3 


4.4. Espacios duales 
Definición 66 Se define el espacio dual de pV como V* = Hom (V, F). 
Observación 45 Si la dimensión de V es finita, entonces 

dim (V*) = dim (V). 


Demostración. Supongamos que 5 = [x1,t2,..., £n ) es una base para pV, defi- 
nimos la base dual de 8, 8* =4f,,..., fa} por medio de 


lsii=j 


esto suele expresarse también así: 
fi (85) = ij, 


4 donde ô denota la delta de Kronecker. 


B* = {fi fn} es l. i. 


Supongamos que c1 fi, ---, Cn fn = 0: V — F, evaluando en £; obtenemos 


© = (ci fi, =; ĉnfa) (Z1) = Ô (Z) = 0. 


ag f sis 
51 0siižj 
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Como esto sucede para cada j, tenemos que P* es l. i. 


Bř = { fi,- fn} genera V* : 
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Si h : V — F es lineal, entonces h está determinada por sus valores en 5, así es 


natural que 
h=h(51)-f 


en efecto, si evalúamos en 1; obtenemo 


h (21) - fı (Z4) + 
Como hy h (g1): fi +...+h(2,)- h 
h=h(%,)-f 


Así, 6* =4f1,..., fa} genera V*. m 


4.4.1. 
dimensión finita 


Supongamos que y = (21, ..., 
la base canónica. 


+. +h (Zn) fns 


S 


h (En) > fa (5) = h (2;). 


coinciden en la base 8, entonces 


+a + h (Zn) fn: 


Cálculo de la base dual para un espacio de 


Tn} es una base para F”, y denotemos G = 4€1,...,€, 
b F”, y denot R 


Denotemos y* = (fi,..., fn} la base dual de y. Entonces 
F ËF 
Tj > Òi j i 
Ahora, : 
F” : F 
Pa Id 
(Hg y 
F” > F 
Tj em: [ila [ele = 04, 
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: 2 + Los can . . 
muestra que la matriz cuyo renglón ¿—ésimo es |f;] p *sla inversa de la matriz cuyas 
columnas son 71, ..., Zn. Pues se tiene que 


[Ale 


ns“ 


De lo anterior, es claro que para calcular la base dual de y, basta encontrar la matriz 


inversa de la matriz cuyas columnas son los elementos de y. Si | fig” = (ein) 


entonces f, (ej) = cj. Esto querría decir que f; (£1, 82, ..., Un) = C181 +... + Cnn- 
Podemos resumir la discusión anterior en el siguiente Teorema. 


Teorema 60 Si y =(2,,..., Zn} es una base para F”, y 
Q = (Bi | a | | | Za), 
entonces el elemento i—ésimo de la base dual, f; se calcula de la siguiente manera: 


fi (£1, T2, E) = Quit F. + QinTn- 


Ejemplo 73 Encontrar la base dual de y =((1,2,3),(1,1,1),(0,1,0)) en R*. 


Tomemos Q = . Así que la base 


w N e 


1 
1 
1 


¡2:20 


0 
, Su inversa es: 3 0 — 
1 
dual { fi, f2, f3) satisface: 


ley 2) =-(/21+(1/2) z, 
fa (x,y,z) = (3/2) x — (1/2) z, 
fs (0,9, z) = (1/2) 2 +y- (1/2) z, 


Una vez que sabemos encontrar la base dual y* para una base de F”, podemos 
también encontrar la base dual de un espacio de dimensión finita: 
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Observación 46 En el diagrama 


Da Idp 


fi 
Ps (9) base F" —— F 


si { fi,- fn} es la base dual de Ba (y), entonces fio Dg es la base dual de y. 


Demostración. Sea 1/;, el j—ésimo elemento de y, entonces ð; j = 


fi (Lg (3,)) = (40 La) (Uj) m 


Ejemplo 74 Encontrar la base dual de {1 + x*,1— 2x,1+ £} en P, (R). Usando el 
diagrama anterior, esto equivale a encontrar la base dual de 


Ða {1 +2,1 —2r,1 +r}, 
en R3, donde B = {1, x, 2°}. 


Como g {1 + x°, 1 — 2x,1 +2} = nf). , formando la ma- 
3 1 
triz con estas columnas obtenemos: | 0 > 1 |, cuya inversa es 
1 0 0 
0 0 1 
1 -L _1 
E 
3 3 3 
1 1 1 
Entonces la base dual de 0 1,1 -2 |,| 1 es [f1, fa, fab, con 
1 0 0 
fı (a, b, c) = © 


f2 (a,b,c) 


(s 
soso = (Je) 


Por lo tanto, la base dual de {1 + x?,1 — 2x,1+ £} es 


fi og, fio Pp, f o Dg. 
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Es decir que 
(fio ®s) (a+bu+ca?) = c, 
(205) (a+br+ca?) = 


É 
(fso 8s) (a+ bx +02?) = (5) T (3) ja (3) E 


Por ejemplo, notemos que 


(Rods) (1+2) = 


1 
3 

(f.0 Dg) (1-21) = (5) Hz=1 
1 
3 


(2004) (+z) = 


4.4.2. La dimensión del espacio dual 


Observación 47 Si pV es de dimensión infinita entonces 
dim (V*) = dim (Hom (V, F)) = |F|, 


donde B es una base de V (para afirmar esto nos apoyamos en la propiedad universal 
de las bases ). 


Ejemplo 75 QU) es un espacio vectorial de dimensión |N| sobre ©. Ahora, 
((Q6)*| = [0%] > |25] = IR] > INI. 

(QU) es un espacio vectorial sobre ©, por lo tanto (QU) es isomorfo a QO), 
para algún conjunto y cuya cardinalidad es la dimensión de (QN). Si |y] = INI, 
entonces 


IN| < (QM) 


= [QU] = NI Y. 

Por lo tanto, dim ((©09)") = [y| > IN| =dim(QU) m 

Ejercicio 116 Demuestre que [Q(| = |N|: Sugerencia: 
1. [Q9] = |N]. 


2. [NV] = {A C N |A es finito). 
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3. (ACN JA es finito) = Uf Frtren » Fr = (ACN A, = T). Por ejemplo 
Fo = {0}. 
4. |F| = INI si k > 0. 


5. Como {A C N JA es finito) es una unión numerable de numerables (más un 
elemento) entonces {A C N |A es finito} es numerable. 


Ejercicio 117 Demuestre las afirmaciones de la proposición siguiente: 
Si X es un conjunto infinito, entonces 


(F) = |F*| 2 |2*| > |X| = dim (F%). 


Recordemos que si X es un conjunto infinito, entonces |X x X| = |X|, de aquí se 
sigue que si |X| < |Y|, entonces |X x Y] = |Y]. 


Ejercicio 118 Demuestre que son equivalentes para conjuntos infinitos X y Y : 
1. |XX x X| =|X]. 
2. |X x Y| = máx {| X|, |Y |}. 


1. De |N x N| = |N], deduzca que una unión numerable de conjuntos ajenos nu- 
merables es numerable. 


2. Deduzca que una unión numerable de conjuntos infinitos todos de cardinalidad 
|X| es |X|. 


Lema 5 Si X es un conjunto infinito y F es una campo infinito, entonces PO] = 


máx {| F], |X|}. 


Demostración. >) F(X) tiene una base de cardinalidad |X|, por lo que |F(%| > 
|X|. Por otra parte, es claro que si f es un elemento distinto de Ô en F), entonces 
Ff es un subconjunto de F(*) de cardinalidad |F|. Entonces | F| > |F|. Así que 
FCO] > máx {|F|,|X]}. 

<) 


[FOO] = U {fl sop(f) =G}. (4.4) 


GCX 
G finito 
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Ahora, {f | sop (f) = G} = [E (op. = |(F\ {0}] pues G es finito. Además 


como F es infinito, entonces |(EA 40))| = |(F)|. 

Supongamos que Z es un conjunto infinito. Denotemos por 0, (Z) el conjunto 
de los subconjuntos finitos de Z, y denotemos ©; (Z) el conjunto de los subconjuntos 
de X de cardinalidad k. Es claro que 


Pym (Z) = U tor (2)}. 


keN 


po (Z) = (0). Ahora, dr es una biyección, por lo que |p1(Z)| = |Z|. 


ZxZ > mlZ)U p (Z) 
(x,y) >  (fjUfy) 


|Z| = |Z x Z| > [pı (2) U p2 (2)| > |Z]. 


Tenemos también, que es una función suprayectiva, 


luego, 


Entonces |p2 (Z)| < |Z|. Análogamente, 
les (Z)| < 121,- lpr (Z)| < |Z|, Yk € N. 
Entonces, un conjunto infinito Z satisface: 
baale 


Viendo ahora 4.4, notamos que FW) = |J {f | sop (f) = G} ocx es la unión de una 


G finito 
familia de conjuntos de cardinalidad < |F|, con índices en un conjunto de cardina- 


lidad |X|. Entonces 
[FC] < |F x X| < máx (F, X). 


Corolario 10 Si „V es un espacio vectorial de dimensión infinita sobre un campo 
infinito F, entonces |pV| = máx {|F| , dim (V)}. 


Ejemplo 76 Consideremos el espacio vectorial oR, entonces 
loR| = máx ([Q|, dim (oR)} = máx {|N| , dim (QR) }. 


Por lo que R es un espacio vectorial sobre Q, de dimensión |R]. 
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Ejercicio 119 Si X es un conjunto infinito, use el resultado del ejercicio 117: 


ey 


= |F*| > |2*| > |X| = dim (F), 
para concluir que si |X| > |F|, F infinito, entonces 


dim ((FC9)") = |(FC0)"| = |FX| > dim (FCO). 


Ejercicio 120 Concluya gue dim ((©9)") > dim (EM) 7 
Ejercicio 121 1. Muestre que dim (QM > dim (QU) z 
2. Muestre que dim (REYS > dim (R®) : 


Ejercicio 122 Demuestre que para todo campo F existe un conjunto X tal que 
dim ((F©0)") > dim (FO). 


Ejercicio 123 Muestre que si pV es de dimensión infinita o si F es infinito entonces 
|FV| = máx {|F| , dim (V)}. 
4.5. La transpuesta de una función lineal 
Teorema 61 SiT : V — W es una función lineal, entonces 
w2vy* 
f—foT 


es una función lineal. 


Demostración. Si W Å F es una función lineal, entonces V Z W 4 F también 
lo es. Por otra parte, si f, y € W*,c € F, entonces 


(CoT)(f+cg)=($+c9)0T =foT+(cg)oT =foT +c((g)oT). 
u 


Observación 48 ker (w = v») = 


=[feW*|foT=0:V =F)=1[f € W*|T(V)C Ker(f)). 
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Teorema 62 Si V, W son de dimensión finitan y m, con bases B y y respectivamente 


yT:V—=W es una función lineal, entonces [_o me. 5 (r) ; 


Demostración. Sean 


6 = 1m, EE E 
= (Y, s jn 
p* = ih, slds 


Y = (91, ny G 


Entonces (Lo m) =[(oT) (9;)];+ = (9 o T) g- 
Supongamos que 


C1 
(ao Dlls =| |, 
ón 
esto equivale a: gj o T = ci fi +... + ifi +... + Cn fn- 


Aplicando esta función a %;, obtenemos 
gj (T (£)) = (9; o T) (£i) = a. 


Por otra parte, dada la definición de [7% , tenemos que (denotando los coeficientes 
de [T]} , con aes, [T]¿ = (axı) ): 


m 
T (Z) = 2 así que aplicando gj, obtenemos 


G = gj (T (1:)) = 9; (Sua) = Ajo 
Si recordamos que c; está en el renglón ¿—ésimo de la columna j—ésima de |- o T ; 


(Lori), = a = aja = (R); 


A t 
Es decir que (Lo Tje) = (1713) . E 
y t 
Como (Lo Ti) = (1713) , -o T también se denota T*. 


tenemos que 
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ev) 


VSV“ 


es una función li- 
U- eva, tal que (ev) PH =F i 


Teorema 63 La función 
neal inyectiva. 


Demostración. 1. evz) es efectivamente un elemento de V** : 
Supongamos que f, g € V* y que c € F, entonces 


eva (f + cg) = (f + cg) (v) = 
= f (0) + (cg) (v) = f (V) + c (9 (v) = 
= evm) (f) + c (eu (9) - 


2. evo es lineal:, queremos ver que 


evo (U + cu) = evren) = eV) +C: evga). 
En efecto: si f € V*, entonces 
eva (f) = f (U + cw) = 
=1(0) + f (c0) = f (0) + cf (13) = 
= ev (f) + (c - eva) (F) = 
(eva + (c: evr) (F). 
3. Si ð € Ker (evo) , entonces ev(5, = 0 : V* — F, es decir que eva (f) =0,Wf € V*. 


Por lo tanto Y € Ker(f),Vf € V*. Demostraremos que esto sólo es posible si y = 0. 
SiV40,yvE PL) {Ker (f)), entonces {0} es I. i., por lo tanto {0} es parte 
ev» 


de una base 3 de V. Tomemos la función constante 1 : 8 — F, por la propiedad 
universal de las bases, existe una función lineal A : V — F, que extiende a h. 
Entonces H (V) = 1 4 0. Así que V ¿Ker(H), pero H € V*, V. Esta contradicción 


muestra que Ker(evo) = (0), por lo que la función lineal evọ es inyectiva. M 


Ejercicio 124 Dé un ejemplo de un espacio vectorial pV tal que evy : V => V*, 
no sea un isomorfismo. 


Teorema 64 SiT : V — W es una función lineal, entonces el siguiente diagrama 
es conmutativo: 
ev ) 


a 


Ttt 
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Demostración. Sea € V, entonces 
(T" o evo) (0) = TÝ (eva) = (-9T") (eva) = eva o T. 
Apliquémosla a una función f € W* : 
(eva o T') (F) = (evo) (19) = (evo) (f° T) = (fo T) (0). 


Por otra parte, (evo o T) (5) = evo (T (5)) = evrr(e), aplicándola en f, obtenemos 


evro (f) = f (T (0) - 
Por lo tanto, 
Yf E€ W* : (eva) o T) (F) = evra (f), 
así que ev) o T“ = evr). m 
Corolario 11 Si pV es de dimensión finita, entonces V Y Ye es un isomorfismo. 


Demostración. Basta observar que en este caso, dim(V) = dim(V*) = dim(V**). 
u 


Corolario 12 Si pV es de dimensión finita, y y es una base de V*, entonces y es 
la base dual de una base B de pV. 


Demostración. Digamos que 


= {fi sa . 


Tomemos 
y = 10, so On} 


la base dual de y. Como V 29 V* es un isomorfismo, entonces 0; = ev(g,) para 
alguna U, para cada i. Entonces 0, = 0,(f;) = evo) (fi) = f;(0;). De donde 
tenemos que y = U, 0. M 


Ejemplo 77 Consideremos el diagrama 


eva) 
ev(2) 
EV(n) 
P, (R) R" 
1 . | 
T 22 PR 
LUTE ugt $) K R", 
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entonces T2((o,2?,... ny) es una función suprayectiva, pues para cada sucesión 


jste 


Ci; -Cn ER, 
existe un polinomio de grado < n tal que (ver el ejemplo 29) 
f (0) =0, f (1) =P) = cn. 


Un polinomio f con esta propiedad es un múltiplo de x y por la tanto pertenece al 
subespacio £ (x, 2°, ..., £" }). 

Te m2... an : 
Entonces la función lineal £ (Lx, 22, ..., aj E R” es suprayectiva, y como 
el dominio y codominio son ambas de dimensión n, entonces T|2(42?,....any) CS UN iso- 


morfismo. Por lo tanto la matriz de T|2((x 22... "y, respecto a las bases [x, a?,.., 2”) 


y canónica es invertible, esta matriz es la siguiente: 


112... W 
A D0 
338... gr 
n n2 ... n" 
1 14 11 2 -3 
; = ; ; 3 
Ejemplos 78 1. ( 9 92 ) = ( 2 4 ji cuya inversa es: ( = 1 j 
1187 P 1 1 1 
2, 2 2 2 |=| 2 4 8 |, cuya inversa es: 
BPS 3 9 27 
T 1 
5 i 
=o 2 -3 
1 _1 l 
2 2 6 


Ejemplo 79 1. 


A o dí Vo ob Ji 
2288 A |2 4 8 16 
3 32 3 3% | 13 927 a | 
4 4 4 4 4 16 64 256 
4-3 4 l 
3 19 _? dí 
y Su inversa es: 3 5 3 A 
1 jo -L £ 
6 4 6 24 
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Ejemplo 80 (P, (F'))* tiene dimensión n + 1. 


Si) C (Pa (F). 
ii U a Elia 


Demostración. Supongamos que 


1 2 n n+1 
a f raz f Hatan f tani | =0. 
o o o o 


Por inducción sobre n. 
Base: si n = 1, entonces 


a | =0= (aa f 1=00=0). 


Por lo tanto ( E es linealmente independiente. 


Paso inductivo: Supongamos que 


1 2 n n+1 
a f ras f Hutan f tans | =0. 
o o o o 


Basta demostrar que existe un polinomio f € P, (F) tal que 


fr=.=Pr=o poro con [740 


Consideremos la función 


P, (F) 5 Fra 


go (J; g, je ODO [E g, di 9) 


. Entonces 
1 — (1,2,3,...,n,n+1) 


22 — (12,2,3?,...,n?, (n +1)°) 


3x2 — (1,2,3, n3, (n+1)) 
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(n+ Dar (104, 29 gu nt, (a+). 


Ahora, el conjunto 


(1,2,3,..,n,n+1),(12,22,3?,..,n2,(n+1)"),..., 
, da! MHL, gr: 7 net. (n + He 


es linealmente independiente, por el ejemplo 77. 
Como la función lineal T manda una base de P, (F) en una base de F"*! y como 
ambos espacios tienen la misma dimensión, tenemos que I es un isomorfismo. M 
Entonces TP"! ((0,0,...,0,1)) =: f es un polinomio tal que 


(== =o 
pero [1 f 74 0. 


Ejercicio 125 En vista del ejemplo 80, T: f, Pn es je es una base de 


(P, (R))*. Así que debe ser la base dual de una base de P,(R), encontrar esta base 
para n € {1,2,3,4}. 
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CAPÍTULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


CAPÍTULO 5 


Espacios con producto interior I 


5.1. Productos interiores 
En lo que sigue, F € {R, C}. 


Definición 67 Sea pV un espacio vectorial, un producto interior (definido positi- 
vamente) 


G): VxV >F 
es una función tal que 
1. Yw E V, (0) : V — F es una función lineal. 
2. (V,W) = (6,0, donde la barra denota conjugación compleja. 
3. (0,0) € RYU (0). 
4. (0,0) =0=>8=0. 
Definición 68 El producto interior usual en R"está dado por 
U 


ua 
(3,0) = U -= (v1, V2, ..., Un) ° : = 4101 + UW +... + Un Un. 


Un 
Observación 49 El producto anterior efectivamente es un producto interior: 


Demostración. 
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1. Notemos que (,v) = G- (): R” —R es una función lineal (es un caso parti- 


cular de que F” 25 FM es una función lineal, para una matriz A € Mmxn (F)). 


2. (u,v) = (V, ü) = (U, ü). Pues aquí, conjugar equivale a no hacer nada). 


3. (0,0) = 0101 + 0202 + ... + Un Un > 0. 


4, 


((0, 0) = 0,01 + 0903 + ... + Un Up = 0) 
<= (v; =0,Vi € [1,...,nj) => (v= 0) = 


Definición 69 Sea A € Mnxm( F), definimos la matriz conjugada de A por: (A);; = 


Ai. Es decir que los coeficientes de A, se obtienen conjugando cada uno de los coe- 
ficientes de A. 


1 144 1-2 1 1-4 1+2 
pos E -5 — 10i m) -5+10i 1—i J; 


Definición 70 El producto interior usual en C"está dado por (ú,v) = (vt) - ü = 


Observación 50 El producto anterior es en efecto un producto interior: 
Demostración. 


1. (,0) = (vt) - _ es lineal, y el argumento es el mismo que en la Observación 49. 


— yt 
2. (0,0) = (ř)ů = (Pa) (pues esto es un escalar). Ahora, 


(E) (1) - 
o (©) = (©) Poa =. 


(5,0) 
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3. 
Vi 
(0,0) = (04) - Y = (01,..., On) f 
Un 
n n 
0,0, = Y lu € RĦ U {0}. 
i=1 ¡=1 
n 
4. Por último, si (0,0) = 0, entonces ) |v;|? = 0. Por lo anterior, |v;| = 0 Vi, 
¿=1 


así que v; = 0, Vi. Por lo tanto y = 0. m 


Observación 51 (5, _) : cV — C, puede no ser lineal: 


En particular, 
(V, -) (iw) = (~i (V, -)) (W) * (i (0, -)) (W), 
si (0,0) 20. 


Por ejemplo, con el producto usual en C? tenemos que 


OIORGIO 


Por otra parte, ( 


=> (7). 


Ejercicio 126 Demuestre que si ( , ) es un producto interior en pV yc E€ Rt, en- 
toncesc( , ): VxV — F es un producto interior definido positivamente. Sugerencia: 
note que c[, )=[(c)o(, ), y que (c): F — F es una función lineal. 


154 CAPÍTULO 5. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR I 


5.2. La norma inducida por un producto 
interior 
Definición 71 Si pV es un espacio con producto interior (definido positivamente), 
definimos 
Il: V — R*U¿O) 
ù — (u, U) 
Esta función se llama la norma de V respecto a (, ). 
Una notación más adecuada sería || Il ,» pero esto haría más pesada la notación. 
Observación 52 |||: V — R*U(O] tiene las siguientes propiedades: 
1. (al 20, y (l1ó=0>5=0). 
2. le = (69. 


3. ei = ¡Ta = y = (le (6,0 = le] VED = (el 16]. Aquí el = 


vec es el módulo del número complejo c. 


5.2.1. El Teorema de Cauchy-Schwarz 


Teorema 65 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) En un espacio vectorial pV 
con ( , )! entonces 
Kw < vd- 


Demostración. 
Consideremos el producto interior de Y — AW consigo mismo: 
(U — Au, U — Au) esto es un número real mayor o igual que 0. Podemos escribir: 


0 < (U— A0,0— A) =(0,0—A0)+( —A0,U— Au) = 


= (0,0) + (0, 0) + (A, 0) + (AŬ, —A0) = 
= lo? + (3, -10) + (240,0) + M (w, w) = 
= [EÊ + -X (8,8) (0,0) + Mo]? = 


lEn esta sección consideramos sólo productos interiores definidos positivamente, así que ya no 
haremos esta aclaración. 
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= [51 + —A (8,0) — A, w) + A ||ail]?. 


Ti = ER y sustituyámosla en 


Escojamos ahora A = 7 


0 < [817 + —A (0, ©) — AW, w) + A lol? : 


obtenemos 


Multiplicando ahora por ||Ū|| obtenemos 


< ll lall? +- (0, 0) (0, 0) — (v, w) (8,0) + (0, 0) (8,0), 


por lo tanto 
0 < la l" + —(7, 3) (3,0), 


es decir que 


(5,0) = (0,0) (5,0) < Je al, 
así que 
(5,54 < la lol), 
por lo gue 
(5,0) < IELE]. m 
Ejemplo 82 


(,): GW ROW > R 
(4,9) > ft 


es un producto interior en el espacio de las funciones reales continuas definidas en 
el intervalo [0,1]. La desigualdad de Cauchy-Schwarz afirma en este caso que 


1 1 
fa < sgl, 
0 0 


Por ejemplo, 


1 1 
= = — = cos? (1) = ,35404... < 


[awww] 


2Esta elección de A resulta de considerar la componente de Y a lo largo de W, cuya definición se 
dá en la sección de ortogonalidad. 
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1 1 
1 
< / (sento)? f (cos £)? = a (= cos? 1 + cost 1 + 1) = 44534... 
0 0 


Otro ejemplo: 
fi e(a? +5) = 1 = 2,75 


A (x)? fo (+2 +5)? = 2535 = 3,084... 


Ejercicio 127 Compruebe gue en efecto 


(,): C[0)1]xC[0,1] > R 
(1,9) > fh fg 


es un producto interior en el espacio de las funciones reales continuas definidas en 
el intervalo [0,1]. 


Teorema 66 (Desigualdad del triángulo) En un espacio vectorial pV con ( , ), 
se tiene que 
l+ öl] < (131 + lll. 


Demostración. 


lē +a? = (+ v,a +0) = lal? + al? + (2, 0) + (0,4) . 


Como (3,0) + (0,0) = (8,0) + (2,7) = 2Re((u, 0)), es claro que basta demostrar 
que 2Re((u,0)) < 2||u]| |||. A la vista del Teorema de Cauchy-Schwarz, basta 
demostrar que |Re ((u, 1))] < |(u, 0)|. Pero esto es algo que se cumple para todo 
número complejo z = a + bi : 


l| = 237 =0@ +b? > o. 


-.|z| > Ja] = [Re (2)| 


5.3. La traza y la adjunta de una matriz 


Teorema 67 Le 


es una función lineal. 
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2. Si AE Mnxm (F), B € Mmxn (F), entonces tr (AB) = tr (BA). 


3. Si A € Mnxn (F), entonces tr (A) = tr (45). 


4. Si A € Mnxn (F), entonces tr (A) = tr (A). 


A Aii 
una función lineal, y del hecho de que Homp (Mnxn (F), F) = (Mnxn (F))* es un 
espacio vectorial. 


i k i,k 


3. Basta observar que una matriz cuadrada tiene la misma diagonal principal que 
su transpuesta, y que la traza es la suma de los elementos de la diagonal. 


Demostración. 1. Esto se sigue del hecho de que a es 


Observación 53 Las operaciones de transponer y conjugar matrices conmutan. Es 
decir que si A E Mnxm (F), entonces A= A. 


Demostración. a. = (40), , = (A);,. Por otro lado, (2) = (A), = 
E = ; 
(A),;. m 


JA 


Observación 54 Si A € Mnxm (F), B € Mmxr (F), entonces (AB) = AB. 


Demostración. 


(AB);; = Y Ar Bra = Y Ari Bra 
k k 


= SN A Br = (AB), 
k 
u 


Teorema 68 
(y) Mnxn (F) x Mnxn (F) > F 
(A, B) = tr (BřA) 


es un producto interior en Maxn (F). 
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Demostración. 1. (,B)=tro (Br. -) es una composición de funciones lineales, 
por lo tanto es lineal. 


i (B, A) = tr (FB) = tr (BF) = 
= tr (B*Æ) = tr ((AB')) = tr (AB") = 
= tr (AB?) = tr (AB?) = tr (AB) = tr (B'A) = 
= (4, B) 
3. 


(A, A) = tr (FA) 2 (57. PED ) = 


> onu -5 (Eaa) - 
4 k i k 
= X Arl? € R* U {0}. 
ik 


4. Por último, es claro que J` |Ap;[* = 0 => A es la matriz cero. m 
ik 


Notación 7 Si A € Muxm(F), denotaremos A* = Æ = A. A* se llama la matriz 
adjunta de A. 


5.4. Ortogonalidad y el Teorema de 
Gram-Schmidt 


Definición 72 Diremos que u,v en un espacio con producto interior son perpen- 


diculares u ortogonales si (u,u) = 0. Representaremos esta situación escribiendo 
úlu. 
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Observación 55 Si [u, 0} es un conjunto linealmente independiente en un espacio 
vectorial pV de dimensión finita, entonces JA € F tal que (ü — AU) LV. 


Demostración. Simplemente resolvamos 0 = ((4— AV) , 0) : 


0=((ú—A0),0) = (u, v) —A(0,0) => = a donde notamos que (7, 0) = [a]? + 


0, pues V Æ 0, por ser V un elemento de un conjunto linealmente independiente. m 


aiy = Z se llama “la componente de u a lo largo de U”. 


Notación 8 iA 


Observación 56 En R? uno tiene que la componente de ú a lo largo de U es 


(lall cos(a)) ya: Donde a es el “ángulo de Y a w”. 


Esto sugiere la siguiente definición. 
Definición 73 Si ü, y son dos vectores en pV con (, ), 
(a, V) 
[pa 


Observación 57 1. Notemos que una consecuencia del Teorema de Cauchy-Sch- 
warz, es que 


cos (e) = Tag 


cos (a)| < 1. 


2. Notemos también que u, Y son vectores ortogonales © cos (a) = 0, que también 
es compatible con nuestra experiencia geométrica acerca de R?. 


Definición 74 Si S < PV, V con [ , ), entonces 


St = {0 | (8,0) = 0,7 € S} 
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Teorema 69 S+ < pV. 


Demostración. 1. (7,0) = (č, 5) =(,0) (0) = (0 =0. Por lo tanto 0 € S+. 
Ze W, W2 € St ce F > (V, + cua) = (U, w1) mE c (U, Wa) =04050 u 
jo > 
Podemos considerar gue (200 [10 del v] es una función que man- 
S =e o 


da un subconjunto S de V en un subespacio de pV. 
Teorema 70 

Of: pm) — [hev] 
tiene las siguientes propiedades: 


1. ()* invierte el orden. 
2. Si =(£(S)+. 
3. (XUY) = 


4. (W1 + W2) = WE NWE, si W1, Wz son subespacios de pV. 


5. (W1 N Wa)? D WE + Wå. 

Demostración. 

1. SiX CY yve Y+, entonces (y, V) = 0, VÍ € Y, en particular (Z, 0) = 0, Y7 € 
Wy, es decir, Y € X+. 


2. SC L(S) = (£(S)* C St. 
Recíprocamente si Y € S+ y X € £ (S), entonces Y = X) cg; con $; € S, G € F, 
así: 


(2,0) = ( Di n) = > c (2,0) =0. 


i=1 
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3. XC (XUY) => (XUY)“ C X*. De la misma manera, 
(XuY)+ EV 


. Entonces 
KUE VY 


Por otra parte, 


veXinY?> (2,0) =0,V7 € X, Vi € Y. 
Es decir, 
(2,0) =0,Vé € XUY. 


Por lo que 
Xtaytc(XuyYy. 


4. (Wi + W2)" = (£ (W1 U W2))* = (W1 U W2)* = WE N WE. 
5. WNA W: C W, => (W)" C (Win Wa)”. Análogamente, 
(W2)* C (W1 N W2)*, 


así que 


(Wy* + (W2)* C (WW). m 


Ejercicio 128 Sea V un espacio con producto interior de dimensión finita y sea W 
un subespacio de V. Demostrar que dim (V) = dim (W) + dim (W+) . 


Ejercicio 129 Demostrar que si dimensión de pV es finita entonces 
(Wi NW)? = WE + WE. 

Sugerencia, usar el Corolario 13 y el inciso 4 del Teorema anterior. 

Ejercicio 130 Encontrar un ejemplo de que (W1 N Wa)? Z WE + WE. 


Ejercicio 131 Mostrar que si pV es un espacio de dimensión finita, entonces son 
equivalentes para dos subconjuntos X, Y de V: 


1 X+=Y*. 
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Definición 75 Sea pV un espacio vectorial con ( , ), se dice que Z < V es un 
complemento ortogonal de W SV si 


1. V=W0Z. 
2. (15,2) =0, Wu € W, YZE Z. 


Definición 76 Sea pV un espacio vectorial con (, ) y sea B C V. 
1. BC FV se llama ortogonal, si (ù, 0) = 0, VIVE B. 


2. BC pV se llama ortonormal, si 
l siu 


(0 = dg | pany Vive, 


Teorema 71 (Gram-Schmidt) Sea pV un espacio vectorial con ( , ). Sea 
OPEN = V, entonces 


3 {Un nen =? V, 


ortonormal 


tal que 
£(L01,...,0n)) = LK, my), para cada m EN. 
Demostración. 
Construiremos {Wn hey recursivamente: 
W =: TET notemos que vı # 0 puesto que vı es un elemento de un conjunto 


linealmente independiente. Notemos que fW1) es un conjunto ortonormal y que los 
espacios generados por v, y W, coinciden. 

Supongamos ahora que hemos construído (1,..., Wm} conjunto ortonormal de 
vectores tal que £(£0,..., 0; }) = £ ({W1, ..., W¿p), Vj < m. 

En particular, estamos suponiendo que £ ({01, ..., Un y) = £(XW, ..., Um)). 


Definimos 
m (y, Di), A > 
Z=: Um+1 So A 7 Wj Um+1 X, (Um+1, Wj) Wj 
j=1 ( js ;) j=1 
Z 
i EA 
"E Tal 


1. A Um+1 se le están restando sus componentes a lo largo de cada uno de los 
vectores W;. Ahora tenemos que comprobar que 
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101, ny U m4) 
es ortonormal y 
3. £((W1,..., Um} Ulm) = L U01, ..., Um+1)) - 
Por construcción, todos los vectores de fW1,..., m) tienen norma 1. Tomemos 
ahora k < m y calculemos (Um +1, Ur) : 
Z 1 
p) = 


(W +1 i) = zp Wk = 
a 211 [121 


[121 ja 
1 > 
lén rtta a) 
|z]| (Uk, k) 
= 1 (Um+1 Ük) > > 
= TE (GE ( (Dn, k) Wk, Wk = 
1 z, (Úm+1 Ur) > > 
= — |v Wk) — Wk, Ük) | = 
Bl (i m+l> k) (Di, Ur) ( k; k) 
1 
= El] (Om+1) Uk) — (Umt, Wk?) = 0. 


Ahora, tenemos que 
UÚm+1 € £ KW, ... Üm} U {Um+1}) =£ KW, ... Um Y) + £ (Umi = 


= £((01, 1 Um} ) + £ {Umt} = L (dy Um) U [Um+1)) - 


De aquí se sigue que 


EH, Dm} U [na Y) C LUT, 0m) U {Tm}. 


m = 
Como 2 =: Úm+1 (č Spa) , entonces 


> A = (Úm+1 U) 
v, — W; | = 
ea el Jiz Ji (E (W, w) i 


164 CAPÍTULO 5. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR I 


- (Etna) [Al Bm1 € Lb ... Dn) U {0m}. 


(W, wj) 


Así que £ ((01,..., Um} U {Um41}) € LNU, ..., Um} UL Din+1)P) m 


Nota 1 El proceso recursivo descrito en la demostración del Teorema anterior se 
llama “proceso de Gram-Schmidt”. 


Teorema 72 Un espacio FV con ( , ) de dimensión numerable (finita) tiene una 
base ortonormal. 


Demostración. Tómese una base numerable (finita) y aplíquesele el proceso de 
Gram Schmidt. Se obtiene un conjunto ortonormal que genera V. En el Ejercicio 132 
se pide demostrar que un conjunto ortonormal es linealmente independiente. m 


Ejemplo 83 Encontremos un conjunto ortonormal en R“ que genere el espacio ge- 
nerado por 
((1,2,3,4),(1,1,1,1), 41,2, -1,2)). 
(1,2,3,4) 
y (1,2,3,4)(1,2,3,4) 
(1,1,1,1) — (A, Î; a 1), (v30, 15V30, 11/30, £v/30)) w1 =3V30 : 
=(1,1,1,1) — 3V3 75 (L 2,3,4) = 3 (2,1,0,—1). 


AE 1) _ 4(2,1,0, Ba 1 = 
leion] : zv6 z (21,0, 1). 


w = 


Entonces wa = 


Por último: 
(—1,2,—1,2) (í 1,2, —1,2), (1,2,3,4) ) (1,2,3,4) 
/(12,3,4)(12,3,4) / 1/(1,2,3,0)(1,2,3,4) 
1 = 
-((-L2-12), BL D) 2,1,0, -1)= 
= 2 = 39 983 
( 12, 1,2) (CEN (1,2,3,4)) (1, 2,3,4)— E (2,1,0,-1)=(-2,2-2,5). 
- — (39,93) _ = 
Así que w3 13231 = %0 (—3,9,—9, 3). 
Veamos que [(1,2,3,4),(2,1,0,—1), (—3, 9, —9,3)} es un conjunto ortogonal: 


((1, 2,3,4) , (2, 1,0, 1)) =2 H2 4=0 


((1,2,3,4), (-3,9,-9,3)) = —3 + 18 — 27 + 12 = 0. 
((2,1,0,—1),(—3,9,—9,3)) = -6 +9 - 3 = 0. 


Para ver que {w1, wa, w3} generan el mismo espacio que 


{(1,2,3,4), (1,1,1,1), (—1,2, —1,2)}, 
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basta ver que las matrices cuyos renglones son w, Wa, W3 Y 
(1, 2,3,4) > (1, 1, 1, 1) > (-1,2, -1,2) > 
respectivamente son equivalentes por renglones. Para esto basta ver que ambas ma- 


trices tienen la misma forma reducida y escalonada: 


3 


12 34 
11 11 
-1 2 -1 2 


cuya forma reducida y escalonada es 


1 0 0 -1 
010 1 
001 1 
(Comprobarlo). 
Por otra parte, 
12 3 4 1 2 3 4 
2 1 O0 -1|x 0 —3 -—6 -9 |x 
—3 9 -9 3 =3 9 -9 3 
1.2.3 4 1.23 4 
x|0-3-6-9|x|0 12 3|x 
0 15 0 15 0 15 0 15 
1 2 3 4 1234 
x | 01 2 3|x|p0123]»> 
0 0 -30 -30 0.0 1 1 
1234 1 2 0 1 
x| 0101jx|0101jfjx 
0011 00 11 
1 0 0 -1 
xù 010 1 
001 1 


Observación 58 Un conjunto ortogonal de vectores distintos de 0 es L. i. 
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Demostración. Si 8 C VX (0) es un conjunto ortogonal, para ver que es l. i. 
basta demostrar que cualquier subconjunto finito es l. i. Sea y C £ finito, digamos 
que y = [21,...Em), supongamos que (121 +... + Cn Tm = 0. Multiplicando por 1%, 
obtenemos 0 = c; (xi, zi} = G []x,[1?. Como ||1;||* 4 0, esto implica que c; = 0, como 
esto sucede para cada 1, concluímos que y es l. i. m 


Ejercicio 132 Demuestre que un conjunto ortonormal de vectores es l. i. 


Teorema 73 Un subespacio W de dimensión finita de un espacio pV con ( , ), tiene 
un complemento ortogonal. 


Demostración. Sea W de dimensión finita con base y = fx1,...£„). Entonces 
Wi = y+ = gł N... N para ver que esto es un complemento ortogonal de W, 
basta ver que 


WOW! =v. 


N) Es claro que Y € WNW? > (5,0) =0 > 7=0. 

+) Si y £ W, entonces yU(v) es linealmente independiente. Aplicando el proced- 
imiento de Gram-Schmidt, obtenemos un conjunto YUfU) ortonormal tal que yes una 
base para W y tal que VE £ (YU {0}) = £(N) +£ ((0)) =W +L} € W+W2, 
ya que Y € WŁ, por ser ortogonal a una base de W. Por lo tanto V\W C W + W+, 
por otra parte W C W + WŁ, así que V = (VIWUW) C W + WŁ. Paroni 
V=W+W'. m 


Corolario 13 Si dim (V) es finita, entonces dimW + dim W+ = dim V. m 


60 4 0 2 0 

Ejercicio 133 Sea R“ 25 R tal que A = 2 0 —2 0 2 —2 |, encuentre 
3 2 —L 2, 1 2 

(Ker(A-_))*, y compruebe que tiene dimensión igual al rango de (A+-). 


Ejercicio 134 Encuentre una base ortonormal para Ker(A - jes 
20-202 22 

Ejercicio 135 1. Sea RS SR B=| 60 4 02 0 |, encuentre 
4 0 6 10 2 


(Ker(B-.))*. 


2. Encuentre una base ortonormal para (Ker(B--))“. 
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3. Encuentre Ker(A - )N Ker(B - _) . (la misma A de los dos ejercicios anteriores) 


resolviendo 
60 4 0 2 0 21 0 
20-2 0 2 -2 La 0 
3 2 —1 —2 1 2 z3 | _ 10 
2 0—2 0 2 -2 za | lor 
60 4 0 2 0 £5 0 
40 6 1 0 2 Te 0 


Ejercicio 136 Tómese A y B como en el ejercicio previo. 


1. Encuentre la dimensión de (Ker(A-_)N(Ker(B - )))*, y una base ortonor- 
mal. 


2. Compruebe que 
(Ker(A- -) 0 (Ker(B - )))" =(Ker(A- J)" + (Ker(B-))*. 
Ejercicio 137 Muestre que 
(,):Rle] x R [z] > R 


tal que 


(ao + at +... + anz”, bo + bit +... + dy a”) = Nab; 
es un producto interior. 


2 


Ejercicio 138 Ortonormalice el conjunto (1, x, x2, x°} respecto al producto interior 


del ejercicio anterior. 

Ejercicio 139 Ortonormalizar el siguiente conjunto: 
S=((1,0,1),(0,1,),(,3,3)) 

y expresar v = (1,1,2) como combinación de la base ortonormalizada. 

Ejercicio 140 Sea V =R?, S =((1,1,1),(1,—1,2)). Calcular S+. 


Ejercicio 141 Muestre que ( , ) : R[x] x R[x] — R tal que (f, 9) = i fg es un 
producto interior. 
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Ejercicio 142 Ortonormalice el conjunto {1, £, a? 


del ejercicio anterior. 


,13) respecto al producto interior 


Ejercicio 143 Muestre que ( f,g ) = f7, fg define un producto interior en C [—r, 7], 
el espacio de las funciones reales continuas definidas en [—r, r]. Demuestre que 


1. senx y cosx son ortogonales respecto a este producto interior. 


2. sen(nx),  cos(mx), son ortogonales 


L y y Í 

E E E 00.000 
X x 

cos (x) cos (x) sen(x)sen(x) 


sen(x) cos(x) sen(2x) cos (3x) 


5.4.1. Matrices respecto a una base ortonormal 


Teorema 74 Sea T : V — V un operador lineal en un espacio de dimensión finita 
V con (, ). Sib = {7i}i<icn es una base ortonormal de V, entonces 


Demostración. Escribamos a; = (m ) _. Entonces 
ij 


015 
02,5 


Un,j 
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es decir que 


T (zj) = ai jTi | a2 ¡Y2 | | An jTn- 
Aplicando ( ,%;) obtenemos a; : 
(T (2;) , Es) = (ar ¿Er a2 ¿Y2 Piusa] an jin, Ti) = W. 


5.4.2. Representación de elementos del espacio dual 


Teorema 75 Si pV es un espacio con (, ) de dimensión finita, entonces Yf € 
V* 3w € V tal que f=(,W). 


Demostración. Si f = Î, entonces w = 0 satisface la afirmación. 
Si f 4 Ô, entonces V E F es lineal suprayectiva, así que 
nul (f) + rango (f) = dim (V). 
Es decir que Ker( f) es un subespacio de V de dimensión dim (V) — 1. Como 


V= Ker (f) @ (Ker(f))“, 


escojamos 0 4 Z € (Ker (f))* , entonces f (z) 40. 
Tomemos 
Ü = AZ, 


de tal manera que f (2) = (7,47) = À (Z, 5 = [17]? Así que A = E. 
Es claro ahora que 
Carey = acer“ 
por otra parte, 


(Dika) = Úlker(s) = fiket) 
pues č € (Ker (f)) . m 


5.5. El operador adjunto 


Teorema 76 Sea pV un espacio vectorial de dimensión finita con (, ). Sea T : 
V — V un operador lineal en V. Entonces existe un operador lineal T* : V — V tal 
que 

(T (0) ,0) = (6, T* (0) Vi, € V. 
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Demostración. Dada W € W, entonces (,w) o T : V — F es lineal por ser 
composición de funciones lineales. Por el Teorema 75, Jr € V tal que ( , w) o T = 
(,w). Definamos T* (W) =: w. 


Por definición, 


(u, w) o T = (U, T* (w)) . 


Resta ver que T* : V — V así definida es una función lineal: 
tenemos que 


Vi, w1, W2 € V, Yc € F, (V, T* (6, + cWz)) = (T (0), 01 + cuña) = 
= (T (V) , W1) + (T (0), cuñ2) = (T (0) , 01) + (T (0) , W) = 
= (V, T* (W1)) +€ (0, T* (w2)) = (0, T* (W1)) + (V, T" (w2)) = 
= (v, T* (W) + cT* (w2)). 
De (0, T* (W1 + cwa)) = (0, T* (W1) + cT* (W2)) , obtenemos 
0 = (0, T* (Wi + cua)) — (0, T* (W1) + cT* (W)) = 
= (v, [T* (5, + ca)] — [T* (w1) + cT* (W2)]). 


Como esto vale para toda v, en particular vale si ponemos 


U = [T* (6, + cua) — [T* (01) + CT" (%)]. 
De aquí obtenemos que 

[T* (15, + cw2)] — [T* (w1) + cT* (5%2)] =0, 
es decir que T* es lineal. m 


Definición 77 Si T',T* son operadores lineales en un pV un espacio vectorial con 
( , ) tales que 
(T (0), 0) = (U, T* 0) , V0, w € V, 


T* se llama el operador adjunto de T. 
Ejercicio 144 Sea T : R? — R? lineal, definida por 

T (x,y) = (x + 2y, 2x + y). 
Calcular T*. 


Ejercicio 145 Para un operador lineal T en V un espacio con producto interior, 
demostrar que si T*T = 0 entonces T = 0. 
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5.6. 


Propiedades del operador adjunto 


Teorema 77 Sea pV un espacio vectorial de dimensión finita? con | , ). Sean T,U € 


Hom(V,V),c € F. 


1. (Idy) = Idy. 
3. ((T) =e(T*). 
4. (U o T)* = T* o U*. 
5. (U+T) =T*+U"*. 
6: = 
7. Si T es invertible, entonces (m = (LD 
Demostración. 
1. Idy (0,0) = (v, w ) = (V Idy (W) ) 
2. (0y (0),0) = (0, ú ) =0= (7, 0y (©) ) 
3. ((cT)(v), W) = ((AT))(0), w) = AT (1), W) = (v, T*(w)) 
= (0,7 (0) (0,(T) (0). 
4. Ejercicio. 
5. Ejercicio. 
6. (T* (v), w) = (w, T* (0) = (T (w) ,0) = (UT (w)) = v, T (w)) . 
7. Idy = (Idy) = (To T7")* = (T71) o T*, esto muestra que (771)* es inverso 


izquierdo de T*. Simétricamente, (T'71)* es inverso derecho de T*. Por lo tanto 


LAI 


Ejercicio 146 Demuestre los incisos 4 y 5 del Teorema anterior. 


3La hipótesis de que pV es de dimensión finita sólo se usa para poder contar con los adjuntos de 
los operadores. Las mismas afirmaciones se pueden hacer suponiendo la existencia de estos adjuntos, 
quitando la hipotesis de finitud. 
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Teorema 78 Sea pV un espacio vectorial de dimensión finita con (, ). Sea B = 
{Ti }i<i<n a base ortonormal de pV. Sea T un operador en V. La matriz del operador 
adjunto T*respecto a B está dada por 


Corolario 14 T* =©;"o (i) . -) o Da. 


Demostración. El diagrama 


es conmutativo, en vista del teorema anterior. M 


C? E C2 
Ejemplo 84 / « £(—5—5i) +y (—3— 7) Y tiene matriz 
—> ; i 
y x (9+7) + y (5i) 


—5—5i -3-7Ti 
9+7 5i ` 
—5+5i 9—7 
-3 +7i —5i 
Entonces T* = dz" o (may . J o Dg, calculando en ( A ) , obtenemos. 


r(5)-(0=(my 3.0) (3)- 


Su matriz adjunta es 
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-z'o (mi) (7) - 
a (e (5))- 
a s )(4) 
ata (En) 


al 5x + 511 + 9y 


—3x + Tix — 5iy 


A manera de verificación, tomemos 


T 1—% 1 = —2 — 201 1 = 
242 )'1 2 m 6+8 21. 21 m 
, —2 — 201 : 
=(1 -zi ) ( 6485 ) + -s 
T 1-2 N /( -5-5 -3-7 1-4 NY 
2+ 2) 9+7 51 2+2 ) 
_ (2-20 
K 6+8 / 
Por otra parte, 
l—i T* 1 o l—i 9 + 231 = 
242% )” 21 m 242 JA 7+0 m 


: S 
= (9-23 1-0) (773 )= 
= 14-32, 


zL FW 950 1 
2) -3+7 -5i mm) 


Ejercicio 147 Calcular el operador adjunto de 


Pues 


pues 


Q 
w 
ls 
© 
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5.7. Transformaciones lineales y productos 
interiores 


Recomendamos a los lectores el libro de la M. en C. Ana Irene Ramírez Galarza 
[6] para los aspectos y aplicaciones en Geometría del producto interior. 


Teorema 79 Son equivalentes para un operador lineal suprayectivo T : V + V en 
un espacio vectorial con [ , ): 


1. T respeta el producto interior, es decir (T (d),T (0)) = (u,v) Vu, v € V. 
2. T respeta la norma,. es decir |T (u) || = Jul], vg e V. 

3. T manda conjuntos ortonormales en conjuntos ortonormales. 

A. T es invertible y T7! = T*. 


Demostración. 1)= 2) Se sigue de la definición de norma. 


2)>1) 
IT (a— aD)? = ë- AD)? 
ASÍ gue 
(ú— Av, ü — AU) (T (ü — AV) „T (Ñ — A0)) = 
= (T(d)-T(A),T(d)— T(A0)) 
Entonces 


[JP + (2,10) + (00) + a? = 
= |IT (D)? + (Tu, T (40) + (T (248) ,T (a) + IT (AI, 
de donde tenemos, cancelando ||a|* con |T (©? y loll? con |T (0)|Ť que: 
—A (ü, 0) — À (T, w) = =À (TU, T (0) + —A (T (U), T (u) . 


Así que 


8,0) = À (Tt, T (0) + MT (a) , T (0), 
(ï „0)) =2Re (M (Tu, T (0) ))), así que 


>i > 
< 
5 
Sl 
+ 
= 


por lo gue 2Re (A 


Re (X (a, 5)) = Re (A (TT, T (7))) ,VA € F. (5.1) 
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Si tomamos A = 1, tenemos que 

Re (u,v) = Re (T (u),T (0) . 
Por otra parte, dado z = a + bi € C, tenemos que 


Re (—iz) = Re (i (—a — bi)) = Re (—ia + b) = b = Im (a + bi) = Im (2). 


Así que si tomamos A = —¿ en 5.1, obtenemos 
Im (u, 0) = Im (T (u), T (0) . 


Dado que los números (u, v) y (T (u),T (ď)) comparten sus partes reales e imagina- 
rias, concluímos que 


(u, 0) = (T (u), T (0). 


1)= 3) Es claro. 


lz 
9 en particular, |T (£)|| = lll, y T(D £ Ú. Luego 


JE 


3) > 4) T es inyectiva, pues si E Æ 0, entonces (E ) es un conjunto ortonormal, 


así que también lo es f 


Ker(T) = (0), por hipótesis tenemos que T' es suprayectivo. 


Hemos visto en el párrafo precedente que ||T (2) || = ||Z|| , VZ € V. Así que también 
tenemos que T' respeta el producto interior, ya que hemos demostrado que 1) y 2) 
son equivalentes. 

Así, (T (0) ,0) = (T (0), TT tw) = (G, T710), de donde vemos que T7! = T*. 
4)> 1) (T (0) ,T(W)) = (W, TT (0) = (6, TT (0) = (U, w). m 


Teorema 80 Sea pV un espacio vectorial de dimensión finita con ( , ). Son equi- 
valentes para un operador lineal T : 


1. T respeta el producto interior. 


=i 
2. Para cualquier base ortonormal B, IT] = (rs) ; 


3. Los renglones de [T] forman una base ortonormal de F”. 


4. Las columnas de IT] forman una base ortonormal de F”. 
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Demostración. 1)=> 2) Si T respeta el producto interior, entonces con el mismo 
argumento del Teorema de arriba, vemos que T' también respeta la norma y por lo 
tanto T' es inyectivo. Dada la hipótesis de que dim(V) es finita, tenemos que T es 
invertible. Cuando T' es invertible, cualquier matriz que lo represente es invertible 
también. Como estamos dentro de las hipótesis del Teorema anterior, tenemos que 
pob: 

Ahora, 


2)> 3) 


t t 
Luego (m), y ((er1),) ) = 0;4. Esto muestra que los renglones de její 
1 J 
forman un conjunto ortonormal. 
3)>4) 


(C) e) -C e) - 
(my) 


Tenemos gue las columnas de (r) 6) = (1713) forman un conjunto ortonormal. 


II 
—x 
2 
A 
l 
eY 
k 
oo 

© 


Esto equivale a decir que T* (8) es un conjunto ortonormal. Si U = > cz, entonces 
rep 


2 
Cz 


oj = (Es Ys) => mla, 


TEB TEB TEB 


aquí hemos usado la ortonormalidad de £. 
Como también T* (8) es ortonormal, entonces 


IT* (O = 0 (czť) be cD) = 


ZEB TEL 


= (Zer (2), X T" o) = Nile": 


TEB TEB TEB 


De donde vemos que T* preserva la norma. Entonces los renglones de is forman 
un conjunto ortonormal, así que las columnas de [ru = El forman un conjunto 
ortonormal. 

4)= 1) Parte del argumento anterior muestra que si las columnas de r6 forman 
un conjunto ortonormal entonces T" respeta la norma. Apliquemos esto a T = (T*)*. 
u 


Definición 78 Los operadores que respetan el producto interior se llaman unitarios 
(u ortogonales si F = R).. 


5.8. Operadores unitarios en R? 


Ejemplo 85 Un operador unitario en R? es una rotación ó una reflexión. 
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Demostración. 


La matriz de un operador unitario U:R? — R?, respecto de la base canónica es 
una matriz con columnas (y renglones) ortonormales. 


; b i ; 
Digamos que A = ( A d ) es dicha matriz, entonces: 


9 a c aby /@+e ab+cdy (10 
Xd d ed) Vdab+cd B+ J) 10 1) 
3. a? +b? = 1. Ahora, la función 


cos( ) 
[0, 1) E) (© ER? |r? +, = 1) 
cos(0 
0 — (9) 
es una biyección. Equivalentemente, 


day ES 


0 — ej 


tf. eC]||2]=1) 


0) 


es una biyección. 


: a \ _ / cos(0) 
Entonces existe 0 € [0, 1) tal que ( c ) = ( sen (9) ) i 


Como a? + b? = 1 = (cos (0))” + b? entonces b? = 1— (cos 8)? , así que 


b = +41- (cos (0)}? = +1/ (sen (0))* = +sen(0), 


Así las posibilidades son: 


(ajo e Ji m0 oo) | tomando 


en cuenta que las columnas deben ser ortogonales. 


cos (8) —sen (0) 


sen (9) cos(0) ) corresponde a la rotación por un ángulo 9. 
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Como ( cos (8) cos (0 — 1/2) ) B ( cos (0) sen (0) 


sen (0) sen(9—7/2) / A sen(0) — cos (0) ) , tenemos que 


esta es la matriz de la reflexión sobre una línea que hace un ángulo 9/2 con la 
parte positiva del eje 1. M 


cos(9) 0 —sen(0) 
Ejercicio 148 Escriba el inverso de la matriz 0 1 0 sin efec- 
sen(0) 0 cosd 


tuar ningún cálculo. ¿Qué resultado usó? 
Ejercicio 149 Demuestre que el inverso de un operador unitario es unitario. 


Ejercicio 150 Escriba los coeficientes que faltan en 


1/2 a 0 
b 1/3 c 
h k l 


de manera que se obtenga una matriz unitaria en Mx3 (R). 


5.9. Movimientos rígidos (Isometrías) 


Definición 79 Sea V un espacio real con producto interior. Una función f : V => V 
se llama movimiento rígido (o isometría) si 


I -= FMI = lé- VZ,y e V. 


Proposición 7 Para una tal función f, defínase T : V — V mediante T (x) = 
f(z)— f (0) . Entonces f es lineal y además: 


1. a) [T (3) = zl] vz € V. 
b) [T (2) -T= 17 —gll Vz,y e V. 
Ejercicio 151 1 a) (T(z),T(ý)= (Z) Vi, y e V. 


b) |T (é+a7) -T (2) -aT (P| =0VW2,y € V,a € R. (Es decir que T es 
lineal) 


2. Todo movimiento rígido es un operador ortogonal seguido de una traslación. 
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3. det(T) =-+El; 


4. Si V = R? y B es la base ordenada canónica para R2??, entonces existe un 
ángulo 0 (O < 0 < 2r) tal que 


B _ ( cos(0) sen(0) f aa 
[T] = ( sen(0) — cos (0) ) PE 


5. Todo movimiento rígido en R? es una rotación (con respecto al origen) segui- 
da de una traslación o una reflexión (con respecto ale eje y) seguida de una 
rotación (con respecto al origen) seguida de una traslación. Obsérvese que: 


E A 
Demostración. 


1. a) 


IT œl = IF (2) = FO) = lle Ol] = lel. 
b) IT (2) -T H = (7 — yl: 
[T()-T(DI = 


[eama Aao 
porque f es isometría 
c) (T (2), T (7) = (z) YZ JEV : 


Como 
> A 112 > 112 
IT (8) = T (W) = |2- 7l, 


entonces 
IT (E)? — 2 (T (2), T 6) + IT I? = 
= (T (2) - T (y), T (2) -T (y) = 
= (8 - 7,2- y) = |Z? -2 (2,9 + I7. 
Cancelando |T (2)|1 con ||? y IIT (P)? con ||gl|?, acabamos. 
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d) 
(T (3 + ay) — T (2) — aT (y) ,T (8 + ay) — T (2) — aT (y) 
= (T (Z + ağ) ,T (Z + ay)) — 
—2 (T (Z + ağ), T (2) + aT (y) + 
+ (T (2) + aT (F), T (2) + aT (7) = 
= (T (# + ağ), T (E 
—2[(T (5 + ağ) ,T (2)) +a (T (Z + ay),T (9))] + 
+ (T (2), T (£)) + 2a (T (2) ,T (9) +a (T (9) „T (9)) = 


+ (Z, 2) +2a (5, y) + a° (y, y) = 0. 
xww = 


2. Ahora, tenemos que T es un operador ortogonal y de 


tenemos que f (2) =T (z) + f (0) , por lo que 
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Ejercicio 152 Dar un ejemplo de un operador ortogonal que no sea ni reflexión ni 
rotación. 


Regresaremos después a estudiar con más detalle el producto interior, cuando 
dispongamos de la Teoría de los subespacios T-invariantes, de los conceptos de vector 
y valor propios, además de la Teoría acerca de las formas canónicas para un operador. 
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CAPÍTULO 6 


Determinantes 


6.1. Funciones n-lineales 


Observación 59 Recuérdese que T : F” — F es lineal sii Jay, ..., An € F tales que 
T (%1,..., En) = ati +... + dnLn. 
Definición 80 Una función ô: Mmxn (E) — F es n— lineal si 
VA € Mmxn (F),Vj € {1,... n, } la siguiente función es lineal 


a F > F 


donde A; denota el i—ésímo renglón de A. 


Ejemplo 86 ô: Mmxn (F) — F con 


Je 4) = od-do 
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que es una función lineal, en vista de la Observación anterior y 


do E) mico 


que también es lineal. 


Ejemplo 87 0: Max (F) — F es n—lineal, ya que si A € Mmxn (F), se cumple 
que 
0*: F" —F=0:F"— F 


pues 


Ejemplo 88 A : Mmxn (F) — F con A(A) = [[ Akı es n—lineal ya que si A € 
k=1 
Mmxn (F), entonces 


M 
Af (8) = A T = | [4.1 | 71, 
A A 
A 


que lineal por la Observación 59. 


Teorema 81 El conjunto de funciones n—lineales es un subespacio de 


EMnxní(F) 


el espacio vectorial de las funciones de Mnxn (F) a F. 
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Demostración. Ya hemos observado que la función constante 
0: Maxn (F) — F es n—lineal. 
Veamos ahora gue la suma de dos funciones n—lineales es n—lineal: 
Supongamos gue 
ô, À : Mnxn (F) 3 F 


son dos funciones n—lineales. Tomemos una matriz A € Mnxn (F) y escojamos una 
jen41,2,... n}. 
Queremos demostrar que 


(6+NŽ:F"— F 


es lineal. 
Ahora, 
(64+X4: F" — F 
Z =e (+A) ( 42 + ACL z AM. A) 
E i s 
(+A) (AL... AZ z AL n AB)= 
8+M (Al pj Ait! A 
+A(A o A z AL... AR) = 


= di (2) + M (E) = (5%, + M) (2). 
Por lo tanto (9 + BO = A + AM, así que es lineal por ser la suma de dos funciones 


lineales. 
Por último, si ô es una función n—lineal y c € F, entonces có también es n—lineal: 


(c č (7) =(c8) ( Al + AL AL... AB)= 
=c(0( Alo... AL z AL... AB )) = 
= c (ě, 8) = (csi) (© 
Por lo tanto (có), = (cô) = (c- _) o 6), que es lineal por ser la composición de la 
funciones lineales 9%, : F" © F y (c-):F >F. m 


Una manera alternativa de enunciar el último Teorema es afirmando gue las 
combinaciones lineales de funciones n—lineales son n—lineales. 
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Definición 81 Sea ô: Mmxn (F) > F n— lineal , 8 es “alternante” si 


es decir, si la función ô aplicada a una matriz con dos renglones consecutivos iguales 
es Cero. 


b 


Ejemplo 89 det : Məx2 (F) — F definida por det ( a d 


nante. 


) = ad — bc, es alter- 


Ejercicio 153 Demostrar que el conjunto de funciones alternantes de 
Mnxn (F) — F 

es un subespacio de F“rx»(P). 

Definición 82 Un determinante de orden n es una función 


8: Maxn (F) > F 


que es n—lineal alternante, y tal que 


10. 0 
01. 0 


Observación 60 La función del Ejemplo 89, det : Məx2 (F) — F es un determi- 
nante. 


Demostración. Resta sólo observar que 


1 0 
aet (y 1) 


Permutaciones M 
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6.1.1. Factorización única como producto de ciclos 


Definición 83 Denotemos por S, al conjunto de permutaciones de [1,...,ny. Sea 
a € Sn, definimos la relación 4. en [1,.., nj por 


i da j si Ik € Z tal que i = aë (j). 
Observación 61 «,es una relación de equivalencia en {1,... n}. 


Demostración. Reflexividad) i 4. i pues i = Idy,.n} (i) = œ (i). 
Simetría) i 4. j > i = a" (j), para alguna k € Z. Aplicando a™*, obtenemos 


por lo que j 4, ?. 
Transitividad) 


(i 4 j, j 4a M) => (i =a" (j), j =a' (m), para algunas k,l € Z). 


Entonces 
i = a* (j) = a* (a! (m)) = a™™ (m), 


por lo que ¿ €, m. m 


Notación 9 Sio € Sn, escribiremos o de la siguiente forma: 
o = (1,0 (1),0? (1), ...,0™ (1)) o (r,0 (r), o° (r), 0™ (r)) o... 
u — 
ciclo 


en esta notación, estamos suponiendo gue 
ole (1))=1, 


y que kı es el menor natural s tal que o*** (1) = 1. También estamos suponiendo 
que o (o*r (r)) = r y que k, es el natural menor con esa propiedad. Desde luego, o 
podría ser un solo n—ciclo: 


(1, 2,3, 4) € Sa 


es la permutación que manda 1 a2,2a3,30a4y4a1. 
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Ejemplo 90 1. Sea 
o ES; tal que 


1 — 2 
51 
3 5 4 
4 HL 5 
5 = 3 
entonces 
o = (1,2) (3,4,5). 
2. Sea 
o E€ S tal que 
1 = 2 
2 5 3, 
3 HL 1 
4 5 4 
entonces 
o = (1,2,3) (4). 


3. La permutación 


(1, 2, 3) (5, 8) (6, 12) € S12 


hace lo siguiente 


la. 2 
2 +. 3 
3 =| 1 
4 = 4 
5- 8 
6 |> 12 
T= 7 
8. 5 
9 - 9 
10 >» 10 
11 => 11 
12 >. 6 


Notación 10 Sio € S, y 


o = (1,0 (1), (Vse 


Cul 
e 
= 
ER 
— 
— 
o 
© 
Za 
O 
x= 
o 
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es decir si o (j) = j, omitiremos escribir el ciclo (j). Por ejemplo, en el ejemplo 2) 
anterior, en lugar de escribir (1,2,3) (4), escribiremos 


(1,2,3) 
simplemente. Un ciclo de la forma (j), se llama un ciclo trivial. 
Proposición 8 Si f : X — X es una función biyectiva tal que f (1) = x, entonces 
fe (x) =x,Vm € Z. 


Demostración. 1) Si m = 0, entonces f” (z) = f? (x) = idx (r) = x. 
Supongamos ahora gue 


f(a) = v, 
entonces ("+ (z) = f(f" (z)) = f (£) = xv. 


Con lo anterior, tenemos que 
f" (x) =x,Vm EN. 
2)Si f (x) = r, entonces 
z = idx (2) = F (f(a) = f (2). 
Entonces 
por el inciso anterior. 


Por lo tanto 


AS ASE EN: 
Combinando las conclusiones de este inciso y del anterior, tenemos que 
fe (x) =x,Vm € Z. 
u 


Observación 62 En vista de la Observación 61, tenemos que [1,...,n)se parte en 
clases de equivalencia, respecto a la relación 4. . Es claro que la clase de equivalencia 


de i es 
[1], = 10" (1) [me Z}. 
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Observación 63 
[la =o" (i)|0<m<I, p. a. 1€N). 


Demostración. >) Claro. 
C) La función 
N > (Lon) 


m => ar) 


no es inyectiva ({1, .., n} es finito). Por lo tanto, existe k Æ I, tales que a“ (i) = a! (1). 
Tomemos k € N, mínimo con la propiedad anterior. Si k > 0 entonces a* (i) = 
al (i), con I > k > 0,así que de 


a o a7! (i) = att! (i) = aë (i) = al (i) = att! (i) = a o at! (i) 


contradiciendo la elección de k. 
Así tenemos que k = 0 y por lo tanto 


i= (i) = œ (i), 


para alguna l > 0, que podemos suponer mínima con esta propiedad. 
Dada z € Z, aplicando el algoritmo de la división con l, 


así que 


= a (a (i)) = ar (((0/)") (0) = 
=a" (i). 
En el último paso hemos usado la proposición 8. Pues a! (i) = i implica que 


((o!)“) (i) =i. u 


Definición 84 a € Sn, es ajena con B € S, si lo que mueve a lo fija B. 
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Ejemplo 91 (1,2,3) es ajena con (5,7) (4,9) en S10, pues los elementos movidos 
por (1,2,3), 1,2,3, son fijados por (5,7) (4, 9). 


Observación 64 a € Sn, es ajena con B € Sn si y sólo si B es ajena con a. 


Demostración. Supongamos que a es ajena con 9. Sea i € f1,..,n) tal que 
b (i) i. Es claro que entonces a (i) = i, pues si a (i) 74 i, entonces 8 (1) =i V. m 


Observación 65 Si a,f € S, son permutaciones ajenas, entonces 
aobB=Bo00. 


Demostración. Tomemos i € [1,...,n). Consideremos los siguientes casos: 

1) i es movido por a (simétrico con el caso de que ¿ sea movido por 9). 

2) i es fijado por a y B. (Notemos que ¿ no puede ser movido por a y G a la vez 
puesto que a y 9 son ajenas). 

En el primero de los casos, 1 es fijado por P. Así que 


(a o b) (i) = a (8(1)) = a (1), 


mientras que (Bo a) (i) = 8 (a (i)) = a (i) . Esto se debe a que a (i) es un elemento 
movido por «a : 


a(a(i)) =a (i) => a (1) = iV. 


En el segundo caso, 
(aob) (1) = 0: (8 (1)) = a (1) =1 
y también 
(8 0 a) (i) =P (a (1)) = 8 (i) = i. 
Entonces Vi € f1,...,n) se tiene que (a o B) (i) = (8 o a) (i). Por lo tanto ao3 = Boa. 
m 


Teorema 82 Toda permutación Id * a € Sn, se puede factorizar como producto de 
ciclos ajenos no triviales, de manera única, excepto por el orden de los factores. 


Demostración. Por inducción sobre el número de puntos movidos por a. 

Base. Si a mueve cero elementos, es porque a = Id, en este caso convenimos en 
que a es producto vacío de ciclos no triviales. 

Paso inductivo. Supongamos que a mueve k > 1 elementos , y la afirmación 
cierta para permutaciones que mueven menos de k elementos. 
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Tomemos un elemento © movido por a, y formemos el ciclo 


y= (x,a (x),až (2),..., a? (2) : 


donde at! (x) = z. 

Ahora yl o a fija todos los elementos x,a (x),0? (2),...,a* (x), es decir que 
mueve menos puntos que q. Pues si v es un punto movido por y”! o a, entonces 
v £ (yto0a)(v). Así que a(v) ¢ {x,a (2),02 (x),... a5 (2)), por lo que v Æ 
(yo a) (v) = a (v), de donde tenemos que ves movido por a. 

Por hipótesis de induccción, tenemos que y7! o a = Y1 © Y20 ... © Ym un producto 
de ciclos no triviales ajenos dos a dos y que no mueven puntos de 
[x, a(x), a? (x), ..., ar (x2)). Por lo tanto 


ANS O (00 


es una factorización en ciclos no triviales ajenos dos a dos. 
Unicidad. Supongamos que 


Y1 0 Y2 -O Ym = B1 0 b20 0 B, 


son dos factorizaciones en ciclos no triviales de a. 
Demostremos que ambas factorizaciones son iguales, por inducción sobre m. 
Base. Si m = 1, entonces a = y, y entonces las clases de equivalencia de «a son 
todas triviales excepto por la clase de los elementos movidos por y,. Esto demuestra 
que s = 1, pues elementos en distintos ciclos 9;, no estarían en la misma clase de 
equivalencia y serían movidos por a. Pero entonces tendríamos que 


n= Br. 


Paso inductivo. Supongamos que m > 1. Tomemos un elemento movido por 
71, digamos w, entonces y, = (w, a (w) , a? (w),...). 

Como w es movido por a, entonces a debe ser movido por alguna 9;, y podemos 
suponer, sin perder generalidad que j = 1(las $, conmutan entre sí). 

Como antes, B, = (w, a (w) ,a? (w),...), así que en 


Y10929- O Ym = P1 0 B20... 0 B, 
podemos cancelar y, con 94. De donde 


Yaon OY = 890 0 B, 


Podemos aplicar la hipótesis de inducción para concluir la demostración. m 
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6.1.2. Estructura cíclica y signo de una permutación 


Sea y un ciclo, definimos la longitud del ciclo como el número de elementos 
movidos por él. Una trasposición es un ciclo de longitud dos, por ejemplo (1,2). 


Definición 85 Sea (1) 4 a € Sn, definimos la estructura cíclica de a es la sucesión 


Em) „£ (m) ) tl ) 


donde 
Q = Y1 O 7V20...0 Yk 


es una factorización en ciclos ajenos dos a dos no triviales y tal que 


Em) <S tm) S S LOk) 
Ejemplos 92 1. La estructura cíclica de (1,2,3) (4,5) (7,8,9, 10) es 


2,3,4 


2. La estructura cíclica de (1,2) es 2. 


Lema 6 Si y es un ciclo en Sn y a es una permutación en Sn , entonces uo yoa”* 


es un ciclo de la misma longitud que 7. 
Demostración. Notemos que si y (i) = j entonces ao yoa™! (a (i)) = aoy (i) = 
a (j). En símbolos: 
aoyoa c! : 
ij > a(l) alj) 


En particular, k es un punto fijo de y => a (k) es un punto fijo de ao y o acty 


además (a (1), a? (i), a? (i),...) es un ciclo de ao yo a*!,. 


Por lo que si y = (i1, i2, ...) entonces 
aoyoa™ = (a (i1) ,a (i2) ,a (i3),...). 


Observación 66 Si y y A son ciclos de la misma longitud en Sn entonces Ja € Sn, 
tal que ao yoa! = À. 
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Demostración. Escribamos A = (¿1,%2,..,1x) y y = (Jı, Ja,- je). Para encontrar 
una permutación a con la propiedad deseada, notemos que como 


aoyoa" = (a (ji), a (j2), a (33), ..-) 


basta que hagamos a (j1) = 1, a (j2) = i2, como en el diagrama 


(ji, Ja As ,Jx) 
“l “l ... E 
(ir, i2, "s sip) 


completamos la definición de œ dando cualquier biyección entre 


P {n i} y Fl zn de 


Definición 86 Se dice que A y y son conjugadas en Sn si Ja € Sn tal que aoyo 
at= À. 


Ejercicio 154 Demostrar que la relación de conjugación es una relación de equiva- 
lencia en Sn. 


Ejemplo 93 (1,2,3,4,5) y (8,6,3,1,2) son conjugadas en Sio: 

Hagamos la siguiente asignación: 
1 2 3 4 5) (6) (7) © © (10) 
A S DM o e 
(8 6 3 1 ) 


Teorema 83 Dos permutaciones en Sn son conjugadas si y sólo si tienen la misma 
estructura cíclica. 


Demostración. <) Supongamos que y,Y2---Yx Y B,B3...B, son dos productos en 
ciclos ajenos dos a dos que tienen la misma estructura cíclica. Así, podemos suponer 


que £ (y) =£(8;). Para fijar mejor nuestra atención, tomemos 


Yg = (41 ;, 02,5...) Ai) 


B; = (bii, bz 3....by 5) 
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Definamos ahora a € S, de tal manera que 


A1, 02 ta Alii 
el af... a) Vielfl,..,k) 
Dii bzi wiii by 


Es decir que a (ani) = bn. Completamos la definición de a por medio de cualquier 
biyección entre 


Entonces es claro, como en la Observación 66 que ya! = B,. 
Entonces 


(1-7) = (aya) (aya”) a... * (aya) =P1B7.B, 


>>) Es claro que si y,y3...y, es un producto de ciclos ajenos entonces para cada a 
se tiene que (wy1a7*) (ayaa!) a...a7t (ay, art) también es un producto de ciclos 
ajenos: 


(Los símbolos u y v están ambos en el ciclo y,) 


> 
(y (u) = v para alguna z € Z) 
> 
a (v) = a (y (u)) = aya” (a (u)) = (ay a)" (a (u)) 
> 
a (vu) y a(u) están ambos en el ciclo aya ?. 
u 


Definición 87 Se define 
sig : Sn > (1, -1) 


por: 
sga = O Eye 


i 
yi ciclo de la factorización 
en ciclos ajenos de a 


Ejemplos 94 1. sig((1,2)) = (DW = (21 =-1, 
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2. sig((1)) = II EDO?? = 1. Pues (1) es la permutación identidad, que no 
sd 
tiene ciclos no triviales en su factorización. Por otro lado, el producto vacío se 


define como 1. 


Se suele llamar permutaciones pares a las permutaciones con signo 1 e impares a 
las permutaciones con signo —1. 


Nota 2 La función sig está bien definida en virtud del teorema de factorización 
Única. 


Lema 7 Sia € Sn y T= (j,k) es una transposición en Sn. Entonces 
sig (aT) = —sig (a) = sig (Ta) 


Demostración. Si a es la identidad, la afirmación se sigue de que el signo de la 
identidad es 1, mientras que el signo de una transposición es —1. 

Si a no es la identidad, factoricemos acomo producto de ciclos ajenos no triviales, 
digamos que 

A = V1V2---Vk 

Supongamos que 7 = (i, j). 

Consideremos tres casos: 

i) T ajena con a. 

ii) Los elementos que mueve 7, i, j son movidos por un mismo ciclo yz. 

iii) ¿ y j son movidos por distintos ciclos en (y,, Ya, VJ - 

Caso i) Es claro que aquí la factorización en ciclos ajenos de aT es 


VY YkT 


Así que 


sigla nn =|] [Ed] Ey” = 


M 


= | [690 ] (ED) = sig (mmm). 


M 


Caso ii) Supongamos que i, j son movidos por y,, digamos que 


Yk = (i = 11,0, O = J; a) > 
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así que sig (yp) = (=D). 
Entonces 


YkT = (i, im+l> E is) (j, 12, 23, sy im-1) 
es el producto de dos ciclos ajenos, de longitudes s — m+ 1 y m-— 1 respectivamente. 
Luego 


sig (YT) = ("92 = (29 = (1) (51 = (1) sig (Y) - 


Entonces 


sig (aT) = (-1) sig (a). 


Caso iii) Supongamos, sin perder generalidad, que 
71 = (i = 11,02, zá ho) 
Ya = (j m Ji, J2, Sje) 
De tal manera que sig (y,) = (=D)? y sig (y2) = (—1)"7} , y por lo tanto 


sig (m) = jh — ES 


Por otra parte, 
V1V27 = (i, ja, dd 12, av ip) 


un ciclo de longitud r + k, por lo que 


sig (yr) = (SDT = (—1) ED = —sig (mm). 


Por lo tanto 
sig (aT) = (—1) sig (a). 
u 


Observación 67 Toda permutación a € Sn (n > 2) se puede escribir como producto 
de transposiciones. 


Demostración. La permutación identidad (1) es tal que 
(1) = (1,2 (1,2). 


Como toda permutación que no sea la identidad puede factorizarse como producto 
de ciclos ajenos no triviales, basta ver que todo ciclo no trivial se puede escribir como 
producto de transposiciones. 
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Sea y = (i1, i2, ..., 14) consideremos 


(i1, ip) ... (11, i3) (11, i2) 


es fácil comprobar que 
P (i1, ik) ve (ir, i3) (i1, i2) i 
HH 


Corolario 15 Una permutación a € S, es par (es decir tiene signo 1) si y sólo si 
se puede factorizar como producto de un número par de transposiciones. 


Demostración. 
sig (T1T2..Tk) = (—1) sig (T1T2...TR-1) = 


. k; k 
= (—1) (ED sig (r1732..7g2) == (1) sig (T1) =D". 
u 
De lo anterior es claro gue aungue la factorización de una permutación como 
producto de ciclos ajenos no es única, sí se conserva la paridad del número de trans- 
posiciones en una factorización. 


Ejemplo 95 (1,2, 3) = (1,3) (1,2) = (3, 4) (1,3) (1, 4) (1,2). 
Observación 68 Para cualesquiera dos permutaciones a, B E Sn, se tiene que 


sig(aB) = sig(a)sig(B). 


k 


, A 1 
Supongamos que Ó = T1T2...Tk, así que su signo es (—1)" ©. Entonces 


sig (aß) = sig (aT1T2..Tk) = 
= (—1) sig (aT1T2..Tp1) =... = (—1)" sig (a) = sig (B) sig (a). 
Existencia y unicidad del determinante 
Definición 88 
det: Muxn (F) — F 
X sig (0) (T40) l 


cESn 


Lema 8 det: Mnxn (F) > F es n—lineal: 
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Demostración. Como sabemos que una combinación de funciones n—lineales es 
n—lineal, basta demostrar que la función 


do: Mnxn (F) — F 
A ES II Aso(i) 
i=1 


es n—lineal. 
Tomemos una matriz A € Mnxn (F), k € {1,... n}. Queremos demostrar que la 
función 
(do): F” => F 
T e d¿(Al,.. AE, z, A&H, ..., AB) 


II Aic) © To-1(k) (z) 
(Ak 


Por lo que 


(do) = II Aio(i) -| © To-1(k) 
(Ak 


que es lineal por ser composición de funciones lineales. 
Aquí, 
Tour): F” — F 
ET- fo" 


es proyectar la coordenada o”! (k)-ésima y 


Il Aso(i)- 
olijék 


es la multiplicación por [[ Moi). = 
(Ak 


Notación 11 Denotemos por A, el conjunto de las permutaciones pares en Sn, y 
denotemos By, el conjunto de las permutaciones impares en Sn. 
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Observación 69 Sin > 2 el número de permutaciones pares coincide con el número 
de permutaciones impares. 


Demostración. Tomemos la transposición 7 = (1,2). Entonces 


(1,2)0_ 
An >> B, 


y = (1,207 
es una biyección cuya función inversa es ella misma. Por lo tanto |A,| = |B,|. m 


Observación 70 Si o € Sn, entonces 
Ico = Io 
i=1 i=1 
Demostración. Basta notar que 
{6a (0) |i € (1) = {0 O) I E {Ln 
para lo que basta notar que j = o (i) 4> o™! (j) =i. m 
Lema 9 det: Myxn (F) — F es alternante: 


Demostración. Supongamos que la matriz A tiene dos columnas consecutivas 
iguales, digamos que 4% = Aé, entonces 


det (4) = y sig (0 (1a oli) ) : 


cESn 


Entonces 


det (4) = 


= 5 sig (0) (To) + (= sig (0 (Ha. a(i »))- 


(k,k+1)o- 
Ahora, usando el hecho de que A, >> Bn es una biyección, podemos escribir, 


tomando 7 = (k,k + 1), 
det (A) = 


dl (Io) + (Zwee (Hao) ) = 


TEAn EAN 
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= 5 sig (0) (Io) = (= sig (0) (Irro) 


TEAn TEAn 


(108) > 
i=1 


IEZ = llo; = Io- = Io- = 
s= tal ia=1 1=1 


Consideremos ahora un producto 


1 
= II Alo | © A(o-1or)(k),k * A(o-tor)(k+1),k+1 = 
ig{k,k+1} 
= II AG=1or)(i)i | © Afo-tor)(k),k+1 A(o-tor)(k+1),k = 
ig{k,k+1} 
2 
=| II 4-05] Arm: Ao = 
iZfk,k+1) 
3 
= II A1 = II Arti) 
1€[1,....nj 1€[1,....ny 


A la vista de este último cálculo, vemos que el producto 


sig (Toc) (Teto) 


1=1 


se cancela con el producto 
sig (c) (Ho) 
i=1 


TEs claro que Va, 8 € Sn, se tiene que (a o By? =P loa! 

Por otra parte si T es una transposición, entonces 77! =7. 

2 Aquí usamos que las columnas k—ésima y (k + 1) —ésima de A coinciden. 
3 Aquí evaluamos 


T=(k,k+1) 


en cada elemento. 
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en 


5 sig (0) [IL 


cESn 


por lo tanto 


y sig (0) (To) =0. 


dESn 
u 


Teorema 84 det : Mpx, (F) — F es un determinante. 


Demostración. Resta ver que det (/„) = 1. 
En efecto, consideremos 


Soto (Modo) 
oESn i=1 
JI (a)i es distinto de 0 si y sólo si cada factor es distinto de 0. Esto sucede si y 


i= 


sólo si ø (i) = i. Por lo que el único sumando distinto de 0 en 
Sto (Modo) 
aESn i=1 

corresponde a o = (1), entonces 


Y sig (o) (u do) gi) (u (uo > 


cESn i=1 i=1 


= Denotemos por Z** la operación elemental que intercambia las columnas k y l 
de una matriz. 


= Denotemos por M** la operación elemental que multiplica por c (c 4 0) la 
columna k 


= Denotemos por S%*' la operación elemental que suma c veces la columna k a 
la columna l. 
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Lema 10 Podemos observar el efecto en det (A), de efectuar una operación elemen- 
tal de columna. 


1. det (T™ (A)) = — det (A). 
2. det (M (4)) = c- det (A). 
3. det (S? (A)) = det (A). 


Demostración. 1. Veamos gue sucede si intercambiamos dos columnas consecu- 
tivas en una matriz A: 
Notemos gue 


O=det (41 Až.. AS + AH AHI Ak.. AP) 


pues en (A! A... AK AEHL Akty AE.. AB) coinciden las columnas k y k+1. 
Por otra parte, 


(det) (45 + AE) = det (A! Až.. Ak + ARE AbH.. AP) 
Para fijar ideas, denotemos 


B=(4 A>... AGAR AH.. AD) 


ASÍ gue 
(det) (A5 + AÉED) = det(A! 42.454 AL AEH + Ak.. AD) = 
= 0. 
Entonces 


0 = (det) E (4% + AE) = (det) $= (A) + r a = 
=det (A! Až.. AK + AH A. 
+det (A! Až.. AK + AEH pen eo 
= (det)ě, (A5 + AL H) + (det)“ (AE A) = 


> 


= (det)ř, (45) + (det)E, (A+) + (det) (45) + (det)5 (4441) = 
= det (C) + det (Z®*+! (4)) + det (A) + det (Al... AbH ABL. An) = 
det (T**+* (4)) + det (4). 
- det (200 (4)) = — det (A). 


4donde C = (a A> AE AE +) 
u —<“ 


k+1 columnas 
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Segunda demostración. 


Llamemos B = 7**+1 (A), entonces 
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Bi=Alsiid (k,k+1) 


BE= ge 
Br+1= Ak 


Entonces 
det (B) = X sig (o (Ha. o) = 
dESn 
= S sig ( ) II Bso) | Bro Brya) | = 
SES AL) 
= X sig ( ) II Boo | © Bo-1(k),k © Bo-1(k+1),k+1 | = 
SESn TEN 
= X sig ( ) II Ag- | © Ao-1(k),k+1 © Ao-1k+1)k | = 
SESn i#{k,k+1} 
= sig (o) 
cESn 


II A(G=1o(k,k+1))() i 


iż{k,k+1} 
= Y sisl 


TESn 


a 


II A(G=1o(k,k+1))() i 


iż{k,k+1} 
-Del 


cESn 


II A(o-to(k,k+1))(i) i 
Ah) 


1)) sig (o 


Ao-10(k k+1)(%+1),+1 ` Ao-lo(k,k+1)(k),k | = 


o (k,k +1)) 


© Åo-1o(k,k+1)(k+1),k+1 ` Ao-to(k,k+1(k)k | = 


o (k,k+1)) 


© Åo-1o(k,k+1)(k+1),k+1 ` Åo-to(k,k+1)(k),k | = 


= — det (4). 
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Para concluir esto último notamos que 


Sn —— Sn 


o += oo(k,k+1) 


es una biyección, pues es la composición de las biyecciones 


Sn —> Sn 


o > al 


-o(k,k+1 
5 EA 


VH.  yolk,k+1) 


En general, 


det (724 (4)) = — det (A) : 


Sin perder generalidad supongamos j < k— 1, ahora, 


y también 


(j,k—1) = (j$k—2)o(k—1,k—2)o(j,k— 2) 


por lo gue 


(J, k) = 


= (j,k — 2)o (k— 1,k — 2) o (j,k — 2) o 
o(k,k—1)o(j,k—2)o(k—1,k—2)o(j,k— 2) 
Si j = k— 2, entonces 
(j,k) = (k—1,k—2)o(k,k—1)o(k— 1,k— 2) 


es una composición de transposiciones consecutivas, 
si j < k— 2, entonces tenemos que 


(j,k — 2) = (j,k — 3) o (k — 2, k — 3) o (j,k — 3) 


que podemos sustituir en la ecuación 6.1. 
Continuando de esta manera vemos que 


(J, k) 
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se puede expresar como composición de (un número impar) de transposiciones que 
intercambian dos números consecutivos. 


2. det (ME (4)) = (det), (c- AE) =c- (det); (4%) = c- det (A) . 
3. 


det (S*b!(A)) =det( Al... AHI Al+cAk AHL.. A8 )= 


Pues 


(dety, (45) = det( Al.. ALL Ak AHL... A )=0, 


ya que la matriz en la que se evalúa el determinante tiene dos columnas iguales: la 
k—ésima y la (—ésima. m 


Ejemplo 96 Consideremos la transposición (2,5) € S7. 
Entonces 


(2, 5) = (2,4) (4, 5) (2, 4) > 
(2,4) = (2,3) (3,4) (2,3) 


Por lo gue 
(2,5) = (2,3) (3,4) (2,3) (4,5) (2,3) (3,4) (2,3), 


es una composición de T transposiciones que intercambian números consecutivos. 
Podemos evaluar un determinante en una matriz elemental. 

Corolario 16 1. det (TŻ (1,)) = — det (In) = —1. 
2. det (M (1,,)) = c- det (In) = c. 
3. det (S (T,,)) = det (In) = 1. 


Lema 11 Sea A € Muxn (F), y 9 : Maxn (F) — F un determinante. Si rango(A) < 
n, entonces ô (A) =0. 
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Demostración. Si rango( A) < n, entonces las columnas de A forman un con- 
junto linealmente dependiente. Por lo que en la lista de las columnas de 4: 


ALA? ... An 


hay una columna que es combinación lineal de las anteriores (Teorema 12). 
Si la primera columna es combinación lineal de las anteriores, entonces A! = 0, 
entonces 


det (A) = (det)!, (0) =0, 


ya gue las funciones lineales mandan 0a0 y (det)! : F” — F es lineal. 
Si la columna j—ésima es combinación de las anteriores (con j > 1) entonces 


A = py 
i<j 


De manera que 


S7%-13=13 y. SRA (A) 


tiene 0 en su j—ésima columna, así que 
0 = det (6320 o... o E72 ELL (A)) = det (A). 
u 


Teorema 85 Si ô; Mnxn (F) — F es un determinante, A € Mnxn (F) y E es una 
matriz elemental, entonces ô (AE) = ô (A) ô (B). 


Demostración. Simplemente recordemos que si E = R (In), donde R es una 
operación elemental de columna, entonces 


AE = AR (I) = R (A). 


Ahora, úsese el Lema 10, que habla del efecto de una operación elemental en el 
determinante de una matriz. I 


Teorema 86 Si ô: Muxn (F) — F es un determinante y A,B € Muxn (F), en- 
tonces 


S(AB) =5(4)0(B). 
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Demostración. Hemos visto que un determinante calculado en una matriz de 
rango menor que n,vale 0. 
Por otra parte recordemos que 


rango (AB) < mín [rango (4), rango (B)), 


por lo que si una de las dos matrices, A ó B tiene rango menor que n, entonces AB 
también tiene rango menor que n y 


rango (AB) = 0 = rango (A) rango (B). 


Supongamos que tanto A como B son de rango n. Entonces B se puede escribir como 
producto de matrices elementales. (Corolario 9) 


B = E¡E)...Ex 
Aplicando el Teorema anterior varias veces obtenemos que 
ô (B) = ô (E1) ô (E2) ...8 (Ex). 
Aplicando el mismo Teorema, tenemos que 
ô (AB) = ô (AE E2...Ep) = ô (A) ô (E1) ô (E2) ...8 (Ek) = ô (A) ô (B). 
u 
Teorema 87 El determinante es único. 


Demostración. Supongamos que 01,02 : Maxn (F) = F son dos determinantes. 
Hemos visto que tienen que coincidir en las matrices de rango menor que n, donde 
valen O y en las matrices elementales. 

Supongamos ahora que A es una matriz de rango n, entonces 


A = E1Eu.. Ek 
y 
91 (A) = ô; (E1) -91 (Ez): ... 01 (Ej) = 
u 


Toda vez que hemos visto que el determinante de orden n es único, podemos 
hablar del determinante y no de “un determinante”. 
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Teorema 88 det (A*) = det (4),VA € Myxn (F). 


Demostración. 


det (4") = Y (zae To) = 5 (saoao) = 


TE n TESn 


= Y (sto [Ar )- =% (suo TI A) - 


cESn dESn 


= y Ca Jao). 
oTl1ESn 
-1 


Q 
Pues sig (o7!) = sig (0) (fíjese en que roo"? = (1) ) y además la función Sn >— S, 
es una biyección (es su propio inverso). 


<. det (A*) = det (A). 
= 


Corolario 17 det : Maxn (F) — F es una función n—lineal y alternante respecto a 


los renglones. 


En particular podemos describir el efecto de una operación elemental de renglón 


en el determinante de una matriz. 
Si R es una operación elemental de renglón, denotemos R'la operación de columna 


correspondiente, por ejemplo (Zp) = Z**. 

Corolario 18 Si R es una operación elemental de renglón, entonces 
1. det (R (4)) = — det (A) si R =Z 51. 
2. det (R(A)) = cdet (A) si R = Mei. 


3. det (R (A)) = det (A) si R = Sej. 
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Demostración. Simplemente notemos que 


R(A) = (RAY), 


entonces 
det (R (4)) = det ( (R'(4"))") = 
= det (R(4")) = det ((4*) - R(U,,)) = 
= det (A*) det (R(I,)) = 
= det (A) det (R (In)) = 
= det (A - RK(L,)) = 
= det (R(A)) 
Así que 
det (T; ; (A)) = det (Z;,/A) = det (T*/ (4)) = — det (A). 
det (Me; (4)) = det (M. /(A)) = c- det (A) 
i det (S.;,; (A)) = det (Senz (A)) = det (S9% (In) - (4)) = det (A). 
E 


Ejemplo 97 Veamos un ejemplo de que R (A) = (RAJ) $ 
Digamos que 
—58 —90 53 17 
-1 A 8 72 
—86 23 —84 -99 
19 —50 88 —85 


y queremos aplicar la operación elemental de renglón Sı 24. Es decir que queremos 
sumar el segundo renglón al cuarto. Es claro que se obtiene 


—58 —90 53 17 
-1 9% 83 72 

—86 23 —84 -—99 
18 44 171 -83 


= 


Esto mismo lo podemos hacer de la siguiente manera 


—58 -90 53 17 —58 -1 -86 19 
-1 9% 83 72 O —90 94 23 -—50 5124 
—86 23 -—84 -—99 53 83 —84 88 
19 —50 88 —85 17 72 —99 —85 
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—58 -1 -86 18 —58 —90 53 17 
—90 94 23 —44 (ON -1 9% 83 72 
53 83 —84 171 —86 23 -—84 -—99 
17 72 —99 —13 18 —44 171 -13 


6.2. El desarrollo por renglones del 
determinante 


Notación 12 Si A € Mpxm(F), i,j € [1,...,ny, denotaremos A, la matriz en 


dj 
Min-1x(m=1) (F) que se obtiene al suprimir el renglón i— ésímo y la columna j— ésima 


de la matriz A 


—53 —58 -90 53 17 
85 -—1 9% 83 72 
49 —86 23 -—84 -—99 |” 
78 19 -—50 88 —85 


Ejemplo 98 Si A = entonces 


(53 -58 -90 17 
Asa=| 49 -86 23 -99 
78 19 —50 -85 


Observación 71 Sea o: Sn >> Sn una biyección tal que o (n) = n. Entonces 


Demostración. Si o es la identidad en f1,..., njentonces 0/£1,..n—1) es la identi- 
dad en f1,...,n — 1}, y ambas tienen signo 1. 

Si o * (1), entonces la factorización de o en ciclos ajenos no triviales coincide con 
ningún ciclo de la factorización de o. m 

Entonces tenemos que: 


Lema 12 >) sig(o) [| Aica) = Ann det (Aan) . 
o i=1 
o(n)=n 
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Demostración. 
2 n—1 
5 sig (0) Ico = y sig (0) J [Aoo An. = 
šk 5 Azn i=l 
n—1 
= Ann: Y sig (on) [ [4010.10 = 
91(1,...n—1) l 
n—1 = 
1ESn-1 i=1 
Pues 


{o E Sn |o (n)=n} => Sn-1 


o P 011... n—1) 


anad 


corre sobre Sn-1”. M 


Observación 72 Consideremos A € Mnxn (F), j € {1,... n}. Consideremos ahora 
el coeficiente k,l de Anj 


An A12 SN Aij- . Ai j+ PB Ain 
A21 A22 PPR Az- 2 A2 j+1 Bc Azn 
Aga A32 = aa © Aaj -= Asn. (6.2) 


entonces 


(4x) B Akı sil < 3 
AT AN 


Por ejemplo, observe el coeficiente Aı j+1 en la matriz 6.2, y note que está en la 
j—ésima columna de A), 
Así que si tomamos la función 


Lon B bon- 
: jsij<k 
joisij>k 


J kt 
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entonces para o € S, tal que o (n) = n, se tiene que 


Air) = (Ana) 
WO 41, m—13 (3) 


Lema 13 Consideremos {0 € S, | o (n) = k), entonces 


n 


5 sig (0) Io = (An (-W" det (Ana) ; 


o j=1 
o(n)=k 
Demostración. 
E siso [JA X sigto) | TL (A) | An = 
= ja = m FINO 1, m—13 (3) 
o(n)=k o(n)=k 
= Ank: sig (y) sig (y o 0 (Ana) 
2 ) ( ) I NO 1 m— 13 (9) 
o(n)=k 


Ahora observemos el siguiente diagrama conmutativo: 


(Lon) >> Lon >> bon) 


Mans TA {1n} {k} Ss AV l 


Donde las flechas horizontales son biyecciones. Desde luego, y (k) = n. Ahora, como 
(yo 0) (n) = y (k) = n, entonces tenemos que 


tenemos que 

y=(n,n—1,n—2,..., k) 
así que si signo es (-1) 420% = (y. 
Notemos además que 


{o E Sn |o(n)=k} >> Sn-1 
o œ 00m) 
es una biyección. (Si uno observa gue dominio y codominio tienen (n — 1)! elementos 


basta observar gue la función es inyectiva: 


oo- = Y O Anny > Old on) = Alumni) 


zde 
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pero además o (n) = k = à (n). m 


Por lo tanto e 
X sig (0) | [A0 = 
j=1 


o(n)=k 


= Ank 


D sig Gooi) ( TE (3) a0) 7 


00 1(1,....n—1) TES 


SA pe Pet (Ana) . 


Demostración. 


det (A) = 


M 


5 sig (0) I 
i=1 


k o 
o(n)=k 


Ang (=D) det (Ana) l 


II 
q 


u 

La ecuación anterior se llama el desarrollo del determinante respecto al n-ésimo 
renglón. 

El determinante se puede desarrollar respecto de cualquier renglón: 


Corolario 19 det (A) = » (Ams (DI det c=) . (desarrollo del determi- 
k 
nante respecto al m—ésimo renglón). 


Demostración. Podemos suponer que m < n. Por medio de intercambios de 
renglón llevemos el renglón m—ésimo al último renglón. Es decir, aplicamos sucesi- 
vamente las operaciones elementales de renglón 


Imm+ ) Im+1,m+2; irig niyi 
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¿Cuántos intercambios de renglón hicimos? Escribiendo n = m + (n — m), vemos 


que hicimos n — m intercambios. 
A 
Az 
Aa 1 : o k 
Sea B = A la matriz que se obtuvo al hacer los intercambios. Es claro 


m+ 


que 
det (A) = (-1)"7" det (B) = (-1)""" det (B). 


hagamos ahora el desarrollo del determinante de B respecto el último renglón. 


det (B) = 97 (Bra 1) det (B4) ) = 
-D mta) 


Entonces 


e A 
Pues Bak = An. 
Entonces 


El resultado anterior, junto con el hecho de que det (4) = det (4*) implica que el 


determinante también se puede desarrollar por columnas: 


det (4) = Y l (DP det (Am) z 


k 


= E (a) 1 es (G), 
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pues (Amk) = (Cem) 


det (A) = 5 (Crm) (1) det ((Axm))) 


k 


se llama el desarrollo del determinante respecto a la m—ésima columna. 


Nota 3 Es claro que det (A) = 0 si A tiene dos renglones iguales. 


6.3. Invertibilidad y el determinante 
Definición 89 1. Sea A € Mnxn (F), definimos el cofactor de Aij, Ci; por 
C;; = -V det (4) 
2. Definimos la matriz de cofactores de A, 


C € Maxn (F) 


por la misma relación anterior. 


Ejemplo 99 Si 


—5 5 7 
A=| -5 7 0 
7T 6 4 


Entonces 


La matriz de cofactores es 


28 20 -79 
62 —69 —5 
—49 —35 —60 
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Así sucede que el desarrollo respecto del ¿—ésimo renglón del determinante de A 


det (A -DAC pe y det (As; s) = A = DAC = (40"),, 


Como esto sucede para cada i, entonces los elementos de la diagonal en el producto 


es 


AC" 
es det (A). 


Veamos lo que es un elemento fuera de la diagonal del producto AC*, calculemos 
t . . 
(AC Dni vd; 


(4C"), = Ach, = Aia = al 1)+* det (Aja) 


que es el desarrollo respecto al j—ésimo renglón de la matriz 


j renglones 


y es 0, siendo el determinante de una matriz con dos renglones iguales. 
Resumimos lo anterior en la siguiente fórmula: 


det (4) 0 das 0 
1 0 det (A) .. 0 
AC! = det (A) - Ip = . (6.3) 
0 0 E 0 
0 0... det(A) 


Análogamente, 


=D 2 Ari = $ 4s: (- DF det (As, y = det (A). 
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Pues es el desarrollo del determinante de A respecto a la ¿—ésima columna de 4. 


También, para i Æ j, 


(C'A), j = X CipAnj =D ArjCri = X Arg (1) det (Ara) 
k k k 


que es el desarrollo respecto a la ¿—ésima columna del determinante de la matriz 


(a A A.. AH AE, 1) 3 
A 


1 columnas 


Por tener dos columnas iguales el determinante de la matriz anterior es 0. 


Entonces 
det (4) 0 zi 0 
0 det (A) 
C'A = det (A) -IL = 
0 0 2 0 
0 0 ... det (A) 


Corolario 20 A € Mnxn (F) es invertible si y sólo si det (A) £ 0. 


Demostración. =) Tenemos que 


1 0 0 
1 70 0 1 0 
det (4) O: 
0 0 1 
y también 
1 0 0 
1 : s) 0 
do sí ES: 
0 0 1 


Así gue (z) Q SAh 
=) Si A es invertible, entonces 
1 = det (1,,) = det (447?) = det (4) det (477). 


por lo que det (A) 4% 0 y además det (A7!) = aa" u 
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Notación 13 La transpuesta de la matriz de cofactores se suele llamar la “adjunta 
clásica” o “adjugada”. 


1 2 -1 -1 
—3 0 2 1 
Ejemplo 100 Calcularemos el determinante de A = 9% 2+) E „sd 
-1 6 3 3 
5 0 97 
3 0 21 
det (A) = det (Sa 3.1 (4)) = det 2 154|. 
-1 6 33 
g : : i 5 9 7 
= det S34 =(-UW(-D*?det | -3 2 1 |= 
3 2 = E A 11 33 27 
11 0 33 27 
5 9 7 26 -5 7 
= det | S-232 5331 REO SR | = det 0 0 1 — 
11 33 27 92 —21 27 


hb 26.-5Y E 13 -5 \ 
= (—1)™ det ( 92 —21 ) = 20 46 -21 ) = 
= —2. (13. (-21) +5- 46) = 86. 


Ejercicio 155 Sea M € Mnxn (F), A € Mpx+(F), B € Ma-r)x(n-r)(F),r < n 


de tal manera gue 
r [AC 
m=( S a 


Demostrar que det (M) = det (A) det (B). Sugerencia: inducción sobre r y de- 
sarrollo respecto a la primera columna. 


3 


1 2 7 
Ejemplo 101 det | 3 4 9 | = det -3 = (4—6) -3 = —6. 
0.03 s 


Ejemplo 102 Sean c, ..., Cn elementos de un campo infinito F. Se define 


P, (F) Z pnl 
f > (Hle) Fm) 
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Tomemos B y y las bases canónicas de P, (F) y de F"*!, respectivamente. Entonces 


1 © á Co 

la A ci 

i| la da ře 
T; = 2 © 2 
lc Ê ch 


Veremos gue 


Por inducción sobre n. 
Base. Sin = 0, entonces 


así gue 


II (ci — c) II (c; — ej) =1 = det ( 1 ) = det (r) : 


j<i<0 jez 
Paso inductivo. Supongamos que n > 0 y la afirmación cierta para n — 1. 


Recordemos que 
TY; = [1d)) (Ty Udi 


para cualquier base S de P, (F). 


Sea 
g= {1, x, a E 
donde LS 
I (z— c;) 
f= = 
(Cn — ©) 
j=0 
Entonces 
1 0 0 a 
0 1 0% n-1 
[dji = IA: CON An = II- 9). 
0 0 l ani a 
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Para ver esto último, simplemente note que el coeficiente principal de fa es =-t—. 
II (en—cj) 
j=0 


Así que si expresamos x” como combinación lineal de 


Vb% Pam fa} 


n=1 
el último coeficiente es [| (cn — c;). 
j=0 
Por otra parte, 
T Ca: , "seda o: 0 
La se <- Zakk U 
[T] = 
čí oz oc 
ČR Ve + 
Así 
det (rz) = det (ri) det (irag) = 
1-1 1 0 0 Qı 
1 a co 0 : 
U ea o 0 TE K 
= det : : Das : : 1 1. : = 
1 Gi ao 0 0 0 SEn 1 = Onm—1 
l Cn E 0.0 0 (cn — Cs) 
j=0 
1 & 9 : 
L -je As E 
= det M (Cn — Cj) = 
SN E: 550 
Doc e 6 
n-1 
= II («-9)[|(e-«) =]] (en = 0) 
j<i<n-1 j=0 j<i 
u 


6.4. La regla de Cramer 


Sea A € Mnxn (F), una matriz invertible, consideremos el sistema de ecuaciones 


AZ=b, 


224 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES 


con b € F”. El sistema anterior se puede escribir en las formas equivalentes: 


Atri + Aro +... + Atn b. 
O bien 
Anm+ Aroa © +Aintn =0 
Azit1i+ A2222 c Axntn =0 
An 121+ An 222+ ps + Arne =0 


Desde luego, el sistema tiene la solución única 


Ab. 
$1 
è 52 17 0, 
Digamos que : = A47bes la solución y calculemos 
Sn 


(det)ž (5) = det (a: ALA 5 AiL. A») = 


= det (al A2 AL Als, + Alds2+... + ALs,, ARE. A>) = 
= Y det (AL A2 AŻ} Als, AÍL An) = 
k=1 
= Y sedet (A+ A2 AI AB Aj Am), 
k=1 


Todos los sumando que corresponden a k 7 j son 0 pues en 
(Ab Až AE Ab AiL An) 


las columnas j—ésima y k—ésima coinciden. 
Entonces 


(detyÍ, (5) =sjdet (AL A2 AL Ai AÍL. AD) = s; det (A). 
det (a: A2 LA GAEL... A) 


T ——_ > (Regla de Cramer) 


6.4. LA REGLA DE CRAMER 


Ejemplo 103 Consideremos el sistema 


Es decir, 
521 FT = 8 
( 321 + 2% =2 ) 
5 1 
det 3 2 ) =10-3=7. 
Ahora 
sal SL j sal 
F 252 
Ejemplo 104 sı = —>— = 2, s2 = 
313 T1 a 
Ejemplo 105 1 1 2 za |= 
3 01 T3 c 
3 13 —6 1 3 
det | 1 1 2 =det | —5 1 2 = det 
3 01 0 01 
Entonces 


s1 = 1 =-a+b+e 
3a 3 
det | 1 b 2 
3 c 1 
S9 = = 6b + 3c — 5a 
-1 
3 1 a 
det | 1 1 b 
3 0 c 
= = —2c + 3a — 3b. 
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Ejercicio 156 Muestre que son equivalentes para una función 


8: Maxn(F)—> F: 
1. ô es una función alternante tal que ô (In) = 1. (Es decir $ es un determinante). 


2. 8(A)= Y siglo) Mio- 


cESn 


8 6(AA= Y (19% Ang det (An). 


jEX1,....nj i 


a) 9 es multiplicativa, es decir, O (AB) = ô (A) ô (B). 
b) d es una función aditiva respecto de la primera columna de cualquier ma- 
triz, e. d. 5 (Z +7) =o% (2) 44 (9). 


c) ô (E) = 1, para toda matriz elemental del tercer tipo. 


a) ô es multiplicativa, 


b) ô (A) =][4,;, para cualquier matriz triangular (inferior o superior). 


6.5. Similitud 


Recordemos que dada una matriz A € Mnxn (F), la función 


can 


es lineal y que [A - JÍM 
función lineal A- -. En general: 


= A. En este caso decimos que la matriz A representa a la 


Definición 90 Sea VEV una función lineal con dim (V) =n < œ, decimos que 
A € Mnxn (F) representa a T si A = |T|}, para alguna base y de V. 


Definición 91 Decimos que las matrices A, B € Myxn (F) son similares si IQ € 
Maxn (F) invertible tal que 
A=Q"BQ. 


Escribiremos A < B en caso de que A y B sean similares. 


Ejercicio 157 Demostrar que la relación de similitud es una relación de equivalen- 
cia. 
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Lema 14 1. Si A y B representan a T : V — V, lineal dim (V) finita, entonces 
A y B son similares. 


2. Si A representa a T : V — V, lineal dim (V) finita, y B es similar a A, entonces 
B representa a T. 


3. Si A y B son similares, entonces A y B representan al mismo operador 


Demostración. 1. A= PA B= [T para algunas base 8 y y de V. Entonces 


IT] = 1d (TY) Udg, 


-1 
como [I dž = (u dl) , entonces A y B son similares. 


2. Tenemos que A = [Té y B = QAQ! para alguna base 8 de V y alguna matriz 
invertible © € Mnxn (F). Entonces 


B=O| TO 


Basta hacer 


Q` = [Id]. 


Para esto notemos que (o = [1] ¿ donde v; es el j—ésimo elemento de la base y. 
Basta pues, que definamos y por medio de 


> -1 /(n-1? 
=; (0), 
15 
ES 
3. Si A = OBGO7", notemos que A = [A - JÍM, donde F” 25 pr. Utilicemos ahora 
el inciso anterior. M 


para tener que B = [T] 


Corolario 21 Dos matrices A, B € Myxn (F) son similares si y sólo si representan 
al mismo operador. 


Ejercicio 158 Demuestre que si A € Mnxn (F) es una matriz triangular entonces 


i=1 


ŠDesde luego, © a | V `> F" es la función que envía U a su vector de coordenadas respecto a B. 
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Ejercicio 159 Calcular | © * ov 
0 1... 000 
1.0... 000 
0 0... 001 


Ejercicio 160 Sea A € Mnxn (C), demuestre que |A| = JA], donde (A);; = Aj. 

Ejercicio 161 Demuestra que |cA| = *|A|, sice F,A € Mnxn (F). 

Ejercicio 162 Sea A € Mnxn (F), F un campo. Defina C por: Cij = aI Aij, 

a € FX {0}. Calcule |C|. (Si A = ( p 4) € Max (R) y a = 2, entonces 
20.1 21.1 

= ( 21.3 2.4 ). 


Ejercicio 163 Demuestre que si A € Maxn (C) es tal que A = At, entonces |A| € 


R. 
An 
An 1 

Ejercicio 164 Sea A € Mnxn (R) y sea B = 7 | (note que se invirtió el 
A 


orden de los renglones de A). Calcule |B|. 


Ejercicio 165 Note que trasponer una matriz es como reflejar los coeficientes sobre 
la diagonal principal”, y que esto no cambia el determinante. 


Suponga que B € Mnxn (|R|) se obtiene reflejando”los coeficientes de A sobre 
una línea vertical que pas por el centro de la matriz. Calcule |B| en términos de |A|. 


s 1 3 3 1 
(Por ejemplo ( ol > 


Ejercicio 166 Suponga que C se obtiene de A reflejando sus elementos sobre una 
línea horizontal. Muestre que |C| = |B|. 


Ejercicio 167 Sean z1, 22, 23, W1, W2, W3 € C. Decimos que los triángulos Az zo, za 
Y Ar 203103 SON semejantes (Az zo zz Y Aw) si los ángulos internos de los dos 
triángulos coinciden (en el mismo orden), es decir que se pueden numerar en el 
sentido de las manecillas del reloj los ángulos, como a, B,y. 


6.5. SIMILITUD 229 


Figura 6.1: 
z w, 1 
1. a) Demuestre que Az, 22,23 Y Âu wzw © | 22 Wa 1|=0. 
Z3 W3 1 
2 Z 1 
2. Demuestre que 21, Z2, 23 son colineales © | za 22 1 |=0. 
Z3 Z3 1 


3. Demuestre que Az, zo», es eguilátero © Az 2,23 = Azo,21,20 


21 23 1 
<| Z722 21 1 
Z3 22 1 


Ejercicio 168 Encuentre una condición, usando determinantes, para que 0, 21, 22, 23 
€ [C| estén en un mismo círculo. 


Ejercicio 169 Repita el ejercicio anterior, cambiando O por z4. 


Ejercicio 170 Suponga que la matriz H se obtiene de A rotando"90“ en el sentido 

del reloj y sobre el centro de la matriz. Calcule el determinante de H en términos 
123 74 1 

del de A. (Por ejemplo | 4 5 6 
7 8 9 


230 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES 


Ejercicio 171 20604, 53227, 25755, 20927, 78421 son múltiplos de 17. Demuestre que 


20604 
53227 
2 5 7 5 5ļ|=0 mod17. 
20927 
7 84 21 
1111 
Ca 11 
Ejercicio 172 Calcular: a 
a s k 
5 6 7 8 


CAPÍTULO 7 


Polinomios con coeficientes en R 


7.1. Polinomios y el algoritmo de la división 
Definición 92 Sea R un anillo, y N el conjunto de los naturales, 
RU = {f E R^ | f(x) 40 en un subconjunto finito de N} . 


Definición 93 Si f es un elemento de RW, denotaremos 


sop (f) =: {x E N| f (x) # 0}. 


Proposición 9 (RO, O) es un subgrupo de (F5, +,0) : 


Demostración. Veremos gue (RO, +, RO) x roo, 0) es un subgrupo del grupo 
(AY,T,0) : 

1. Cerradura). Tenemos gue observar gue la suma de dos funciones con soporte 
finito tiene soporte finito. Pero debe ser claro gue sop(f+g) C sop(f) U sop(g) pues 
(F (s) +g (2) #0 = (f (2) Z 0V g (2) 20). 

2. Neutro: la función constante Ú tiene soporte vacío (que es finito). 

3. sop(—/) =sop(/). m 

Vamos a darle a R(estructura de anillo, definiendo la multiplicación de la si- 
guiente manera: 


Definición 94 
(fx9)(m) = Y rů) 
i+j=n 


Proposición 10 x es una operación asociativa, con neutro, en RW 
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Demostración. 1. 
nesop(f*g)>0*(f =% f j) =i € sop(f) Aj € sop (g) 
14j= n 


para alguna ¿ y alguna j tales que ¿+ j = n. Como sop(f) y sop(g) son finitos, 
también es finito el conjunto de productos f (i) g (j). que sean distintos de 0. Por lo 
tanto sop(f * g) es finito. 

2. x es asociativa: 


((£+9)*h)(n)= Y (fx9)(i)hli) 


= X UD (010) = Y, 090 10 
= Y (Fg DRG). 


k+l+j=n 
Por otra parte si calculamos (f * (g + h)) A 1) obtendremos 
S FDA). 
k+l+j=n 


3. El neutro es la función 1: N— R tal que 1(0) = 1,1(n) = 0, para todo n > 0. 
En efecto 


(xg) (na) = Y 1()g)=1(0)g(n=g(n)= (9x1) (n). 
N 
= 
Proposición 11 * se distribuye sobre la suma de R®. 


Demostración. 


(f+(g+h))(n)= X FOUR 


i4j=n 


= Y fA) +R) = 2 SOND 


= V094 E ORD = 9M + 4M ©) = 


=[f+9+1+H (0). 
Por lo tanto (fx*(g+h))=f*g+fxh. m 
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Proposición 12 (RO ,#, Ô,» sl) es un anillo, el anillo de polinomios con coefi- 
cientes en R. 


1. x =: (0,1,0,0,0,...). 


2. Como consecuencia de la definición anterior, a? =: (0,0,1,0,0,...),..., x" =: 
(0,...,0,1,0,0,...). 2 = 1 =: (1,0,0,...). 
O, 


n+1 lugares 


3. Sif:f(0),F(D,...,f (m),0,0,... entonces f = f(0)1+f(Dx+..+f (n) z”. 


Definición 95 grad(f) =: máx {k | f (k) 4 0}. Notemos que esta definición no in- 
cluye al polinomio 0. 


Lema 15 Si F es un campo, y f,g € FM 10) , entonces f og #0. 


Demostración. Basta ver que grad(f x g) =grad(f) + grad(g) : 


Si grad(f) = n y grad(g) = m, entonces f (n) 40 y f (j) = 0 Yj > n. Además 
gím) 40 y g(3) =0Vj > m. Entonces 


(fx 9) (n+m) = FG = f (n)g (m) 40, yaquei>nój>m. 


i+j=n+m 


Además si k > n + m, entonces (f *g)(k) = > f(i)g(j) = 0, ya que i > n 


i+j=k 
Ój>m U 


Teorema 90 La función y : R— ROY definida por y (r) = T, (la función (r,0,0,...)) 


es una función que respeta la suma, el producto el uno, y además es inyectiva. Es 
decir: 


1. p(r+s)=4(r) +Y(s) para cualesquiera r, s € R. 
2. W(rxs) =% (r) x% (8) para cualesquiera r, s € R. 
3. y (1) = 

4. Y) =Y) >r =s. 
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Demostración. 1. Sean r,s € R, entonces 


wE 


= I i 
a W (s) > (r,0,0,...) = (5,0,0,..)>r=s. m 


Proposición 13 Si F es un campo, entonces (FM, 4, Ô, x, 1) es un dominio entero. 


Demostración. Basta ver que (F (M {ô} ¿X, 1) es un monoide con cancelación. 
Supongamos que f (x) g(x) = f (2)h(2),f,9, he FM {ô} . Entonces 
f(x) (g(x) — h (x)) = 0. Como f 4 0, tenemos que g(x) — h (x) = Ó. Por el Lema 
anterior. M 


Proposición 14 Si F es un campo, entonces en (FO, E Dit, 1) hay algoritmo de 
la división: 


Si f(x),g(x) € FM y g(x) 40, entonces 


Ag (x) ,!r (x) € FM 


tales gue 
0 =r (x) ó grad(r (x)) < grad(g), y f(x) = bg +r. 


Como la proposición anterior es un poco larga, es mejor escribir el diagrama siguien- 
te: 


r(x) Were ó grad(r(z)) < gradg (a) 


Demostración. Podemos suponer que f (x) 74 0, pues en caso contrario, q (1) = 
0 =r (x) sirven. 

Ahora, podemos hacerlo por inducción sobre grad(f (x)) : 

Base. 
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/9 
Si grad(f) = 0 =grad(g), entonces g EN 
0 O=r(x) 
Si grad(f) = 0 < grad(g) entonces 
0 
g [F 
f f=r(x),grad(f) <grad(g) 
Paso inductivo: 
Si grad( f) < grad(g) entonces 
0 
g |f 
f 0=r(2) 
Si grad(f) > grad(g) , escribamos 
f = ao + az +a? +.. + az" 
y 
g = bo + bix + baz? + ... + bm” 


nmg = 0 ó grad(f — 1"7"g) < grad( f). 


Multipliquemos g por z”™™. Entonces f — r 
En el primer caso tenemos 


pm 
g [Ff 
0 0=r(z) 
y en el segundo tenemos 
q 
g Í =- x" 
r(x) 0 =r (x) ó grad(r) < grad(g) 


por hipótesis de inducción. 
En este último caso, f — x" ™g = qg + r, es decir que 


gon y q 


ge ai . 
r (x) 0 =r (x) ó grad(r) < grad(g) 


Demostrar la unicidad se deja como ejercicio. I 
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Corolario 22 Sea F un campo y f € F [x]. Entonces f (x) = g (x) (x — a) + f(a). 


Demostración. 


r(x) 0=r(x) ó grad(r) < grad(x — a) 


Entonces r (x) es una constante, y f (z) = g (x) (x — a) + r. Evaluando en a, obte- 
nemos la conclusión deseada. m 


Definición 96 Sean f(x),g(x) € R[x], diremos que f divide a g (f | g) si 
3h (x) € R[x] tal que fh = g. 


Corolario 23 Sea F un campo y f € F [x]. Entonces f (a) = 0 © (xz — a) | f (x). 
Demostración. Por el Corolario anterior, tenemos que 
f=glr)(r—a)+ f (a). 


u 

Recordando que los elementos de R pueden identificarse con elementos de RW, 
definiremos un producto de Rx RY en RW, de manera que coincida con el producto 
en RM. 


Definición 97 
RxRM — RW 


(r, f) 7 Pal: 


Ejemplo 106 Si f = (ap, a1,...,An,0,...) y r € R, entonces 
rf =: Tf = (rao, rar, ran, D...) . 
De las definiciones y proposiciones antes demostradas, concluímos que para f € 


RW) con f = (ap, a1, ..., an, O, ...) se tiene que f = aol + aig +... + ang”. 
Así que 


R® =: R[x] = {ao + ax +... + anz” |n E€ N, a; € R}. 


(El anillo de los polinomios con coeficientes en R). 
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Observación 73 Dada a € R existe una única función Ev (a) : R |z] — R, a la 
que llamaremos “evaluación en a”, tal que: 


1. Ev (a) (F) =r, Vr € E. 

2. Ev(a) (x) =a. 

3. Ev (a) respeta la suma, el producto y el uno. 

Demostración. Se deja como ejercicio. M 
Proposición 15 Vr,s € R, Yf, g € R fz]: 

AS, 

2. (rs).f=r-(s-f). 


Ejercicio 173 Si R es un anillo conmutativo que está incluído en un anillo S y 
a € S, entonces Ev, : R[x] — S tal que el siguiente diagrama conmuta 


R[x] < 
a 
R = S a 


Es claro que Eva (r) = r, Yr € R[x], tal que r = O, o grad(r) = 0. 
Además 


Ev, (rx") = Eva (r). Ev, (17) = r. Ev, (2)” =r-a". 
Así gue 


Ev, (ao +412 +... + anz”) = (ao + aa +... + ana”). 


Ejercicio 174 Demuestre que R |x] Eeg respeta la suma, el producto y 1. Suge- 
rencia: para demostrar que Ev, respeta productos, es decir, para ver que 


Eva (f (x) o g (2)) = Eva (f (2)) - Eva (g (2), 


mostrar primero que se cumple para f (x) = O, luego para f (x) = c- x”. Y después 
hacerlo por inducción sobre el grado de f 4 O. 
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7.2. La estructura algebraica de R|z] 
Definición 98 Un subconjunto I de R [x] se llama ideal de R [+] si 


1.0€l/. 
2. f qcel=>ftgEl: 
3. fE R|], geI> fgElIAgf El. 


Definición 99 Se dice que un polinomio f (x), distinto de cero es mónico si su 
coeficiente principal es 1. 


Teorema 91 7 < R [z] & I = R [z] g (x) := 
= {f (x)g(x)| f € R [z]}, con g(x) € R |z], g(x) mónico.. 


Demostración. <) 
0=0-gEl. 
fo. f g= fa+ fg= (f 
f E€ R [z], hg E I= f(hg 
>) 

Si I = {0} entonces I = R [zx] - 0. 
Si I 4 {0}, sea 


gel. 
) = (fh) g El. 


A=fneN|3f € I tal que grad (f) = n}. 


Notemos que A Æ Ø. Escojamos el menor elemento de A (principio del buen orden) 
y llamémoslo m. Después tomemos una g € I tal que grad(g) = m. (Nótese que 
se puede escoger g con coeficiente principal 1, multiplicando por el recíproco del 
coeficiente principal, si fuera necesario). 

Demostraremos que I = R [x] g . 

C) Sea f € I. Por el algoritmo de la división, f = tg +r con r = 0 ó grad(r) < 
grad(g). Si r fuera distinto de 0 entonces r = f — tg € I y grad(r) < m = men( A) o 
Por lo tanto r = 0 y así f € R [z] g. 

D)geI>R[z]|€/. m 


Teorema 92 Sean I, J < R [zx], entonces: 


1INJ<R|r]. 
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2 I+J=fi+j|ieLjeJi<R s). 


3. I + J es el menor ideal de R [x] que incluye a IU J. 


Demostración. 1. a. Como I y J son ideales, entonces 0 € I, 0 € J, por lo gue 
0€InNJ. 
1.b. 
f, gelnJe (K$gElTA( ge J)> 


>(f+geDA[f+9EeD=>f+9c1InJ. 
1.c. 


fe Ri, gelnJ=>(feRl[x],gel,ge J) > 
> (fg,gf ED A[fo9f ED) => f99f e In3. 


2a.0€/1,0€J] >0=0+0€1>+J. 

2.b.i+j, + jEl+J]=>(+ + (+ )=(0+D0+G+E€I1+J. 

2.c. h E R [zr], i+j E I+J=>h(i+j)=hi+hj=ih+jh=(i+j)hel+J. 

3.a. I C I +J ya que Vi € I,i=1+0€T-+J. Análogamente, J C I+ J. Por lo 
tanto 


IUJCI+J. 


3.b. Veamos ahora que I + J es el menor ideal que incluye a IU J: 
Si IUJ C K < R [z], entonces Vi € I,Vj € J, i,j € K. Como K es un ideal, 
i +j € K. Por lo tanto, I+JCK. m 


Definición 100 h € R [z] es el máximo común divisor de f yg si 


1. h| f, h|g (es decir, h es un divisor común). 
2. k| f,k|g= k |h. (Cualquier otro divisor común divide a h). 


3. h es mónico. (Es decir, que el coeficiente principal de h es 1). 


Corolario 24 Dados f, g € R [z], R [z] f + R [z]g = R [z] h, para alguna h € 
R [z], mónico. Además h es el máximo común divisor de f y g. 


Demostración. A la vista de los resultados anteriores, lo único que requiere 
demostración es la afirmación de que h es el máximo común divisor de f y g. 

1. f € R [z] h = f = th, para alguna h en R [z]. Es decir, h | f. Análogamente 
h | g. Con esto vemos que h es un divisor común de f y de g. 
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2. Si k es otro divisor común, k | f y k | g. Digamos que 


f = kọ y que g = ky. 


También tenemos que 
h=af+ bg. 


Entonces 


h = akọ + Bky =k(a9 + By). 


Así que k | h. Así que h es el máximo común divisor de f y g. m 
Observación 74 R [1] h = R [2] ch, Ve € R \ {0}. 


Demostración. h = 1/c (ch) > h € R [z] ch > R [1] h C R [z] ch. 
Análogamente, (ch) € R [z] -h > R [x] -ch C R [x]-h. m 


Observación 75 El máximo común divisor de dos polinomios es único. 


Demostración. Sean d, d“ dos máximos divisores comunes de f y de g. 
d divisor común y d’ máximo común divisor > d | d’. 

Por simetría, d“ | d. 

d |d’ = da = d’, para alguna a € R [z]. 

d'|d = d8 = d, para alguna 8 € R [z]. 

Entonces d = d 6 = daß. Luego 


0 = grad (ap) = grad (a) + grad (B). 


Por lo que a y 8 son polinomios constantes. 
Como d y d“ son mónicos y d = d 5, tienen coeficiente principal 1 y 8, tenemos 
que 8 = 1, así que d = d’. m 


Definición 101 m (x) € R [z] es el mínimo común múltiplo de f y de g (se escribe 


m (x) = [f;g]) si 
1. m(x) es un múltiplo común de f y de g: m(x) € R [z] f, m(x) € R [z] g. 


2. Si k(x) es otro múltiplo común entonces k (x) es múltiplo de m (x) : k(x) € 


R [0] f, k (2) € R [2] g = m (2) | k (2). 


3. m(x) es mónico. 
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Observación 76 Dados f, g € R |z], R |z] fA R [1] g = R [x]h, p. a. h € R [z], 
h.mónico Además h es el mínimo común múltiplo de f y g. 


Demostración. h es el mínimo común múltiplo de f y g: 


he Rl fOR plg=> h= afar =bg = | y > h es múltiplo común de f 
y de g 
A > keRl]fareRelg>keRfORg=R[dh=>h]| ko 


Por lo que h es el mínimo múltiplo común de f y de g. m 
Definición 102 f € F [|x], F un campo, es irreducible si: 
1. grad(f) > 0. 
2. f=9:h= grad(g) =0V grad(h) = 0. 


Observación 77 Sean f, h € F lx], f irreducible y mónico. Entonces (f;h) = 
fV(fh) =1. 


Demostración. f = (f; h) k, p.a. k € F [z] . Entonces grad( f; h) = OV grad(k) = 
0. 

Si grad(k) = 0, entonces k es el coeficiente principal de (f; h) k, que es el coefi- 
ciente principal de f que es 1, así k = 1 y f = (f; h). 

Si grad( f; h) = 0, análogamente al argumento anterior, concluimos que f = k. m 


Corolario 25 x? + a es irreducible en R |z] si a € R*. 


Demostración. Supóngase que z? +a = f -g con grad(f) = grad(g) = 1 (supon- 


v 
gamos que f = © +r). Entonces z +r | z? +a > Ev, (£? +a) = 0 > r? +a = 00 
(la suma de dos reales positivos es un real positivo). m 


Corolario 26 z? +1 es irreducible en R [z]. 


Definición 103 En R [r] definimos la relación de “congruencia módulo x?+1” por: 


x?+1 


f = g si (+1) |(f-9) 
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Proposición 16 es una relación de equivalencia en R [|z]. 


Demostración. 
Reflexividad) 
p pyaquef=f=0(8) E€ R[x] (x? +1). 

Simetría) 

s g> (1-9 eRl] (£2 +1) = 

-= (f - 9) ER [2] (2? +1) > 

> (g — f) € R[x] (a? +1) sg f: 

Transitividad) 


EÈ gE h (f g) € R [e] (2+1) A (g— h) €R [a] (2+1) > 


> (f — g) + (g — h) € R[x] (2? + 1) > 


> (f-h)ER[a] (+1) > fE h. 


C=R3/S' = {FŒ f (2) Ra). 


Donde f (x) denota la clase de congruencia de f(x). m 


Definición 104 Dotamos a C de suma y de producto mediante las definiciones 


siguientes 


Prese e U 
(f9) — T+y 
7 CxC — C 
(La) — Fg’ 


Ejercicio 175 Demostrar que las operaciones recién definidas están bien definidas, 
es decir, no dependen de la elección de los representantes en las clases de congruencia. 


Proposición 17 (c, 4,0,7, 1) es un anillo conmutativo (el anillo de los complejos). 
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Demostración. 1. f+0=f+0=/f=0 f,Yf ec. E 
2f+(g+Ah) = f+ (g+h) = f+(g+h) = (f+9)+h = (f+9) +h = 
f+9)+h,Vf, g, heC. i 
3. f+9=ftg=g9+f=9+f, Yf gel. 
4. f f=f+(-f)=0, por lo tanto —f = — f, Vf € C. 
5. 
Peh=F(CD=FGW= 
6 I=TI=J=T7,vrec 
Tf-g=fog=9 f=9 f, Yf, gel. 
8. 
T(a+h)=7-(g+h)=F-g+f-h= 


Proposición 18 La función W : R — C, definida por V (r) = T, respeta la suma el 
producto, el uno y es inyectiva. 


Demostración. Sean r, s € R, entonces: 


2241 


V(r)=VW(s$) >Fr=3=>r 


Pero como r — s es 0 o su grado es cero, entonces r — s = 0. Por lo tanto r = s. m 


s > (£? +1) | (r— s). 


Observación 78 En C, T? = =]. 
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Demostración. 12+1*'0>0=2+1=142=142>Y*=-1 8 


Proposición 19 Denotando T con i, tenemos que Vf € C, f = a+bi, cona, be R. 


Demostración. Aplicando el algoritmo de la división a fyax?+1: 


a (z) 
2+1 [f E 


0 =r (x) ó grad(r (1)) < grad(x? +1) = 2 
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como 0 = r (x) o bien grad(r (1)) < 1, en cualquier caso podemos escribir r (x) = 
a + bz, con a, be R. Entonces 


F=3-(2+1)+4+0z7. 


Ahora, notando que (x? + 1) = 0, que se puede identificar r con 7 para r € R, 
podemos escribir 
f=a+dbT=a+bi. 


Teorema 93 C es un campo. 


Demostración. Sea f € C\ (0), entonces z? +14 f > (12+1;f)=1=>1= 
a (x) (12+1) +8 (x) f 
A A 

Recordemos el “Teorema fundamental del Álgebra”: 


(f (x) € C [z], grad (f) > 1) > 3c € C tal que f (c) = 0. 


Ejercicio 176 Demuestre que los únicos polinomios irreducibles en C [x] son los de 
grado 1. 


Ejercicio 177 Demuestre que si f(x) € R [z] y f(c) = 0, conc € C, entonces 
f (č) = 0, donde č es el conjugado de c. 


Ejercicio 178 Demuestre que los únicos polinomios irreducibles en R [1] son los de 
grado 1 y los de grado 2 que no tienen raíces reales (¿cuáles son éstos). 


Ejercicio 179 Demuestre que un polinomio de grado 3 es irreducible © f no tiene 
raíces. é 
Sea ant" +... + a£ + ao € Z [x]. Muestre que si q €Qj(ed)=1,0,d€ Z) 


es una raíz entonces c divide a ay y d divide a an. 


Ejercicio 180 Demuestre que si 2” + ap ¡17 + ... + ao € Z [z] tiene una raíz 
racional, esta raíz tiene que ser entera. 


Ejercicio 181 Demuestre que x/ME Q ,m,ne N> me Z. 
Ejercicio 182 Demuestre que W2, WV18, /24 son irracionales. 


Ejercicio 183 Demuestra que x? + © +1 € O [z] es irreducible. 
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Ejercicio 184 Sean f (x),g(x)€ C [x]. Demuestre que (f; 9) =1 & f, g no tienen 
raíces en común. 


Ejercicio 185 Sea 
Cll] = Cla] 
fe) = fl) 
el operador derivada. Sea f(x) mónico. Demuestre que todas las raíces de f son 


distintas (es decir de multiplicidad 1) © (f; f) = 1.(Eguivalentemente: t tiene una 
raíz múltiple © (f; f) 4 1). 


Q — Ol z 
; incl. A . : 
Considere S per T- Cuando ev, es inyectiva, se dice que r es trascen- 
R ý 


dente. En caso contrario, se dice que r es algebraico sobre Q. (V2 es algebraico, r, 
e son trascendentes). 


Ejercicio 186 Demuestre que 


1. a) r algebraico > u, (x) es irreducible. 


2. El subanillo de R generado por © y r es ff (r)| f € © [z]}. (El subanillo 
mencionado se denota O (r)). 


3. Use el algoritmo de la división para mostrar gue 
Q (r) = {g (r) | grad (g) < grad (u,)} . 


q(x) 
Co | F (€) ) 
g(x) donde grad (g (x)) < grad (u,„), si g (x) no es cero. 


Ejercicio 187 Demuestre que sir es algebraico sobre Q, entonces Q [r] es un campo. 
Sugerencia: h (r) # 0 => (h;u,) = 1 (u, es irreducible). Entonces se puede escribir 1 
en la forma 1 = ah + Bu, donde a y B son polinomios. Entonces a (r) es el inverso 


de h (r). 


Ejercicio 188 Encuentre el inverso multiplicativo de (ya + Y2 +3 en Q [42]. 
Sugerencia: encuentre primero el polinomio mínimo para 9 
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Ejercicio 189 Sean c,,C2,..., Cn € R distintos, demostrar que 


a e)” <= daj 

cz ley” ++ (a)! 
l G (c3)? : (C) =] [íà cj) 
1 © (en)? (c a 


Sugerencia: considere Py-1(R) = (f(x) | f(x) es el polinomio 0 o grad(f) < n— 


eve; 


14,8 = [Ll 2,2?,.. an] => P, ¡(R). Note que Pn 


función lineal y que 


Pi (R) Es R" 
f(a) 
f (z) = f (cz) 


f (cn) 
también es una función lineal, cuya matriz respecto a By a la base canónica de R" es 
l(a) z(c) 
1(c2) x(cz) 
A= : : 
1(c,) u(c,) 


Para hacer una demostración por inducción tomemos BI={1, x, ..., h (x)} tal que 


1 a a? o 
1 a 0 
po ; 
T = l 
l Cm-1 E2? o 
L ea ae] 


(Estamos pidiendo que h (c1) = 0, h (cz) =0,...,h(cn-1) =0,h(c,) = 1.) Entonces 
n= Ud. 


Base de la inducción: = (9 —C1. 


CAPÍTULO 8 


Vectores propios y diagonalización 


8.1. Vectores y valores propios 


1. Sea V 5 V un operador lineal. Decimos que 0 Z VEV es un vector propio de 
T correspondiente al valor propio A si: 


T (Z) = AZ. 


Decimos que A es un valor propio de la matriz A si A es un valor propio del 
operador F"2=F". Es decir A es un valor propio de A si 31 € F"tal que 


AT = AT. 


Ejemplo 107 Por ejemplo los elementos distintos de 0 en Ker(T) son los vectores 
propios de T correspondientes a 0. 


Ejemplo 108 Si 9 € (0,7) entonces la rotación p, : R? — R? no tiene vectores 
propios (si Y fuera un vector propio entonces p, (0), Ù y 0 deberían estar en la misma 
recta. Cosa que no sucede. 


Ejemplo 109 Todos los vectores no nulos de R? son vectores propios de p, : R? > 
R?, la rotación por un ángulo m. 


Ejemplo 110 Consideremos el operador derivada 
C™ (R) 2 Co (R) 
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248 CAPÍTULO 8. VECTORES PROPIOS Y DIAGONALIZACIÓN 


en el subespacio de las funciones en RÈ que tienen derivadas de todos los órdenes. 


Los vectores propios de D correspondientes al valor propio 1 son las funciones no 
nulas tales que 


Df=f 


es decir 


fce" 


cE R\ {0}. 
Teorema 94 Son equivalentes para c € F, y T : V —> V. 


1. c es un valor propio de T. 
2. ker (T — cIdy) 4 (0) 


3. T — c. Idy no es inyectiva. 


Demostración. Se sigue de que 


T (0) = c, T (5) -co=0 (T — cId) (5) =0. 


En el caso de que V sea de dimensión finita, podemos agregar los siguientes incisos 


u T — c. Idy no es biyectiva. 
= T—c- Idvlý no es invertible. 


= det [T —c- Idy]¿=0. 


Teorema 95 Son equivalentes para Ù £ © € V, V —>V,1 € F, dim (V) = n. 
1. T (£) = AZ. 


2. [T] (2) = à [z]. 
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Demostración. Se sigue del diagrama conmutativo 


V = -V 
v — T (0) = M 
Pa l l Pa 
[z]; ES [T]5 (0) = A[0], 
Y Y 
task 
u 


Ejemplo 111 Si A es un valor propio de A € Mnxn (F), entonces 
1. A* es un valor propio de A". 
2. MX es un valor propio de c. A*, We € F. 


3. f(A) es un valor propio de f (A). 


Pues Ar = AT AAZ = AM = AA? = AM. por inducción A*ř = A*ř. En 
general, si f (t) = ao +... + axt*, entonces 


(f © (A)) (2) = (f (A)) (E) = (aoln +... + ap A") (Z) = ao? + a1 ÀZ... +04 7 = 
= (ao + aÀ... + aà") Z = f (A) Z. 
Ejercicio 190 Se dice que una matriz A € Mnxn (F), es nilpotente si 
A* =0, para alguna k € N. 


Demuestre que si A es nilpotente entonces 0 es valor propio de A, y es el único valor 


propio de A. 
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8.2. El polinomio característico 


Nota 4 Si R es un anillo conmutativo, y A es una matriz de n X n con coeficientes 
en R, tenemos por definición que 


det (4) = > sig (0) Ikso = s (= An, det (4x) . 
cESn i=1 j=1 


Observación 79 Si A, B € Mnxn (F) entonces AHB € Mnxn (F [t]) y det (A + tB) 
€ P, [F] el conjunto de los polinomios de grado < n, junto con el polinomio O. 


Demostración. Por inducción sobre n. 
Base. Si n = 1, entonces A + tB = (a) + t (b) = (a + tb), cuyo determinante es 


a+ tbe P, [F]. 


Paso inductivo. 


n 


det (A + tB) = Y (1% (An, j + Bag) det ( Ang +iBn;) = 


j=1 


E e 1H ( An + tBn z) det (An, + Br) i 


Con (Any + Bn) € Pi (F) y det (Ang +tBrg) € Par (F) m 


Definición 105 Si A € Mnxn (F) definimos el polinomio característico de A, x, (t) 
por: 


X, (t) = det (A — tl). 


Lema 16 Si A € Mnxn (F) entonces x, (t) es un polinomio de grado n con coefi- 
ciente principal (—1)". 


Demostración. Por la Observación anterior, x, (t) € P, (F). 
Por inducción sobre n. 

Base. 

Si n = 1 entonces x,,, (t) = det ((a) — tI) = det ((a — t)) = a—t. 
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Paso inductivo. 
Si A € Mnxn (F), entonces 


X, (t) = det (A — th) = 


Ahora, 


det( Ann — tn)nn) = det( Ann — t(Ln)nn) = det An — tn) = xx (t) 


Así que el coeficiente principal de x, (t) es 


EDED"=ED% 


Teorema 96 Dos matrices similares A, B € Mnxn (F) tienen el mismo polinomio 
característico. 


Demostración. Supongamos que A = O7'BO. Entonces 


X, (€) = det (A — t1,,) = det (0"BO — tIn) = det (QBQ — t07"1,0) = 


= det (Q7! (B — tIn) ©) = det (©7") det (B — tI,) det (©) = 
= det (B —tln) = x; (t). 


u 
Recordando que dos matrices cuadradas A, B € Myxn (F) son similares si y sólo 
si representan a un mismo operador, podemos hacer la siguiente definición. 


Definición 106 Si V 5 V es un operador lineal en un espacio de dimensión n, 
el polinomio característico de T, x, (t) se define como x, (t), donde A es cualquier 
matriz que represente a T. 


LE. Un)» ¡=0sinA j. 


252 CAPÍTULO 8. VECTORES PROPIOS Y DIAGONALIZACIÓN 


Observación 80 En vista del Teorema 95 tenemos que los valores propios de un 


T; A ; ES i . 
operador V — V en un espacio de dimensión finita, son los mismos que los valores 
. y : B 
propios de cualquier matriz [T] que represente al operador. 


Teorema 97 Sea A € Mnxn (F), los valores propios de A son las raíces de su poli- 
nomio característico. 


Demostración. Como tenemos que A es un valor propio de A si y sólo si 
det (A — Af.) =0. 


Basta demostrar que 
X, (€) (A) = det (A — AL). 


Ahora, 


n 


X (= JO EDO (Ang — t (n)ng) det (Ang = t n)a) - 


j=1 


Recordemos que F ft] E», F es un morfismo de anillos, así que Kv, respeta sumas 
y productos, por lo que podemos escribir 


x, O) = DCD" (Ang =A Cadno) det (Ang AU) = 
= det (A — AI). 


Ejemplo 112 Calculemos el polinomio característico de ( ; : ) : 


Ds) 


=1 
Luego el único valor propio de as 
0 
1 


1 0 1 
En efecto: E 1)- i 


1 
2 
) - 0 o) Ahora, los vectores propios de 
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1 0 i 00- 5 
E 1) son las soluciones de (7 aen 


Que a su vez, son las soluciones de 


x1 =0. 


Es decir, m ( , ) „m E FX (0) son los vectores propios de ( : i ) : 


=) 


BB P, 


Pos R 
Sea B =(1,t,t?) la base canónica de T. Entonces 


Ejemplo 113 Sea 


110 
TÉ=|02 2 
0 3 


B 
0 
Así que 

11.0 100 

Xs (t) = det 0 22 |-| 010 = 
0.03 001 

l-t 1 0 
=de| 0 2-t 2 |=(1-09(2-5(8-8. 


0 0 3d 


Por lo que los valores propios de T son 1,2, 3. 


Resolvamos 
110 100 
02 2 |-1ıļ010 z=0 
0 03 001 


010 
es decir, | 0 1 2 | ¿=0. 
0 02 


© 


SS © 
OF -F 
DNO 
ooo 
oo 
o 
ooo 
oo 
O O 
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1 

Tenemos que £2 = 0 = x3. Por lo tanto las soluciones son zı | 0 |. Análogamente, 
0 

para encontrar los vectores propios de Edi correspondientes a 2 resolvemos 


110 100 
02 2 |-2|010 z=0, 
0 03 0 01 


-1 1 0 
cuya matriz del sistema es 0 02 
0 0 1 
—1 1 0 1-10 
Ahora. 0 0 2 |nmx|0 0 1 |, de donde se tiene que 
0 01 0 0 0 
11 = Ta, Tg = 0 
1 
Una solución es | 1 
0 
Por último resolvamos 
1 1 0 100 
0 2 2 |-3| 0 1.0 z=0 
003 0 01 
Con matriz asociada 
—2 1 0 —2 0 2 1 0 -1 
0 -1 2|x 0 1 -2 |x| 01 22 
0. 0 0 0 0 0 00 0 
1 
Así que T1 = T3, X9 = 2T3 una solución es | 2 
1 
1 1 1 
As, | 0 |,| 1 y | 2 | son los vectores propios de Te Por lo que 
0 0 1 
1 1 Í 
=1 -1 PM -1 => 2 
P, 0 1, €, 1 | =11+t, p; 2 | =1+2+t 
0 0 1 
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deben ser los vectores propios de T : 


T(1)=1=1-1, 

T(I+t)=1+t+t.$(1+0)+4 gl +t) =2+2=2: (1+1) 
T(1+2+12) =14+2 + +t-£(142+12) +4 (1+2t+t?) = 
3+6t +3 =3.- (1 +2t +1?) 


Definición 107 1. SV DV es un operador lineal, decimos que T' es diagona- 
lizable si existe una base B de V formada por vectores propios de V. 


2. Decimos que una matriz A € Myxn (F) es diagonalizable si es similar a una 
matriz diagonal. 


a T ; i 3 » 
Teorema 98 Si V > V es un operador lineal en un espacio de dimensión n, son 
equivalentes: 


1. T es diagonalizable. 


2. 36 base de FV tal que [T]3es diagonalizable. 


3. [T]; es diagonalizable Vy e FV. 


Demostración. 1)> 2) Sea G = ([F,,..., Zn} una base de pV formada por vec- 
tores propios de pV. Digamos que 


Entonces 
à 0 0 0 
0A 0 0 
[T]; = 35 a : 
0.0 0 A, 


Que no sólo es diagonalizable sino que ya es diagonal. (Es diagonalizable pues es 
similar a sí misma). 

2)>3) Si [T es diagonalizable, entonces [EJE es similar a una matriz diago- 
nal, digamos D. Entonces IT < D. Cualquier otra matriz [T] que represente a T, 


también es similar a rá . Así que 
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3)> 2) Obvio. 
2)>1) Supongamos que 8 = [2,,..., Zn} y que 


Mi dne 0 
0% 0.0 
iT = E SS $ 
0 0 0 A 


Entonces 


Aplicando po obtenemos 
T (Z3) = 9," (A8) = %9," (8) = Am. 


Además cada 1%; * 0, por formar parte de una base 3 de V. Entonces 8 es una base 
formada por vectores propios de T. m 


Corolario 27 A es diagonalizable si y sólo si A - es diagonalizable. 


Demostración. A = Es As Fr! M 


8.3. Espacios propios y diagonalizabilidad 


Definición 108 Sea pV > FV un operador lineal y sea A € F. Definimos 


Ex = Ker(T — Aldy). 


Observación 81 A es un valor propio de T si y sólo si E, 4 (0) ; 


Lema 17 Sean A * y dos valores propios distintos de T. Supongamos que v € 
Ex, € E, son vectores propios de T (por lo tanto ambos son distintos de 0). En- 
tonces LU, W} es linealmente independiente en V. 
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Demostración. Si (v, w} fuera linealmente dependiente entonces uno de los dos 
vectores sería combinación lineal de los anteriores, pero no es Y, porque V Æ 0. 


Entonces 
w = ct (8.1) 


Apliquemos T, para obtener 
yu = (AU. 


Ahora multipliquemos la ecuación 8.1 por y para obtener 
yu = cyt 
Restando la última ecuación de la penúltima, obtenemos 
0=c(A-y0. 


En vista de que V £ 0, tenemos que c (A— y) = 0, pero como A # y, entonces c = 0, 
por lo que w = 07 = 0.V u 


o 
Podemos generalizar el Lema anterior de la manera siguiente: 


Teorema 99 Sea (U;);<x un conjunto de vectores propios de T, tales que U; corres- 
ponde al valor propio X; de T y además A, 4 A; sii A j. Entonces [0;),¿x es un 
conjunto L. i en V. 


Demostración. Recordemos un conjunto es linealmente independiente si y sólo si 
cada uno de sus subconjuntos finitos es linealmente independiente. Entonces podemos 
suponer sin perder generalidad que (0, );¿x es finito. 

Demostraremos que When, es finito por inducción sobre n. 

Base. Si n = 1, no hay nada gue demostrar, pues un conjunto con un único 
vector distinto de Ú es I. i. 

Paso inductivo. Supongamos que n > 1 y que la afirmación es cierta para n—1. 

Si 

fu, Va, A U, Un) 
no fuera l. d. entonces un vector de la lista es combinación lineal de los anteriores, 
pero como, por hipótesis de Inducción, {01, U2, ..., Un—1$ es l. i. entonces U, tendría 
que ser combinación lineal de los anteriores. 


Un = CU + Caa +... + Cp-1Un-1- 


A la ecuación anterior primero le aplicamos T y luego la multiplicamos por A, para 
obtener respectivamente 


Ann = GQ ÀT H C2 A902 Easa Cn-1An—10n-1 
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AnUn = CMU | Ca An Un Pita Cn-1AnUn-—1- 


Restando la segunda a la primera, obtenemos 


O = G Oy An) vı + Ca (A An) vz E (A1 ní An) Un—1- 


Como (0, U2, ..., Un-1) es I. i., entonces los coeficientes de la ecuación anterior son 
todos 0: 
C1 (Ài An) =0= Ca (A An) = ... = Cra-1 (An-1 = An) 


y como An É [A1,..., An-1), entonces cada c; = 0. 
Por lo tanto 


Un =0- Ur | 0- % Enea. 0-V-1=0V 
o 
= 


Lema 18 Si (A;),¿x es una familia de escalares distintos y pV > PV es un ope- 
rador lineal, entonces la suma de los espacios propios Ex, es directa. Es decir 


Y Er, = BL». 
1EX 1EX 
Demostración. Necesitamos ver que la intersección de uno de los subespacios 


con la suma de los demás es el subespacio (0) i 


Eyn X En f0). 


Supongamos que 


iEX°{j} 
Entonces 
dř E Eyn Y Ex 
EX) 
por lo que E; = Zi + Zi +... + Zip con {i1, 02, ..., 14) C X\ GH 
Por lo tanto 
E Boye bk 


es linealmente dependiente. Pero el Teorema anterior asegura gue es linealmente 
independiente por ser un conjunto de vectores propios gue corresponden a valores 
propios distintos dos a dos. V m 


o 
Recordemos que una suma de subespacios > (W;);ex es directa, cuando la in- 


tersección de cada sumando con la suma de los demás subespacios es (0) ; 
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Es decir 7 Wihiex = O {Wihex si 


wo Y {w} = {0}, vjeX. 
ieXWj) 


Teorema 100 Son equivalentes para una familia (Weg 
toriales no nulos de un espacio pV de dimensión finita: 


1V=8 Wiet,my“ 
2V=) Wen,m) y al {dim (W;)) = dim (V). 


Pb m) 


a de subespacios vec- 


Demostración. 1)= 2) 
Observemos que si i 7 j, y 6; es una base para V;, 8; una base par Vj, entonces 
iN B; = Í. Pues si 7 € 8; N P,, entonces 


ZEWN (En) V. 
IA 
Notemos que si 6; m W; entonces U {Aihen m} €s una base para pV: 
ase PrI 
Recordemos que el subespacio generado por una unión de conjuntos es la suma 
de los subespacios generados por ellos. (Definición 23). 
Por lo tanto 


entonces tenemos que U (B;);. (1m €S un conjunto generador de V. 
Si U {2; }ic{,..m} fuera linealmente dependiente, contendría un subconjunto finito 
l. d. digamos que 
(21, Z2, En) C U {Li (1,..m) 


es linealmente dependiente. Como los conjuntos 5; son linealmente independientes, 
no todos los elementos de (3, Z2, ...7,) pertenecen al mismo conjunto 6;. 

Agrupemos los elementos de (71, 2, ...7, ) , según la base 6; a la que pertenecen, 
podemos suponer, reordenando si hiciera falta, que 


Ey = T11, T21, oo Thy, € By, Tio, D2,2, -+ Tha 2 E Bo,- 


..., Čs) L2,s) e.) Tks,s = Tn € Bs. 
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Ahora hay una combinación lineal de estos vectores que da O con no todos los coefi- 
cientes 0 : 


kj 
O a 2 
ij j i=1 j 
kj 
Con W; = L Tij € W; 
= 
Entonces 0% B = Üz + ... + Ü, € W1 N (zm) V. 
141 > 


0 Æ W, pues Ñ, es combinación lineal no trivial de elementos de un conjunto 
linealmente independiente 94. 

La contradicción anterior muestra que U(B;);. (1... my €S linealmente independien- 
te, así que es una base de pV. 


Rh 


2) => 1) 

Por induccción sobre m. 

Base. Si m = 1 no hay nada que demostrar. 

Si m = 2 entonces V = Wi + Wa y dim (V) = dim (W1) + dim (W2) . Recordemos 
ahora que (Teorema 21). 


dim (Wy + W2) = dim (W1) + dim (W2) — dim (W1 N Wa), 
entonces 
dim (V) = dim (W, + W2) = dim (W1) + dim (W2) — dim (W1 N Wa) 
= dim (W1) + dim (Wa) 


entonces dim (W, N W2) = 0, así que W, N Wa = (0) , por lo que 


V = m Qm. 


Paso inductivo. 
Supongamos que m > 2. 


VM 
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y que 
dim (V) = Y {dim (W, 
i=1 
Entonces AA 
V=W, +) M) 
1=2 
y 


dim (V) = dim (W1) + (E {dim (W, ») : 


Por el caso m = 2, tenemos que 


m0 (Lo). 


Como 


dim (È wa) = dim (V) — dim (W1) = (È {dim w) — dim (V1) = 


i=2 i=1 


= (E O) ; 


tenemos, por hipótesis de inducción que 


> w3 = P{W}. 
Por lo tanto 
me (Lo) - (Hu) 


Ahora, es fácil comprobar que 
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Ejercicio 191 Demuestre que son equivalentes para una familia 


Boch 


de subespacios vectoriales de pV : 


1 v-0(8 (13). 


2. V = BM). (Es decir, V = Y {W;} y la intersección de cada subespacio 
=1 =1 


con la suma de los demás subespacios es trivial. 


3. Wi € V, 31%, € W;, i € [1,...,m) tales que U = Tı + z +... + Em. 


4 V =F {W;}, y0 = i++... +2m, con Zi E Wi) > 2i = 0 = T = o = Em. 
i=1 


Observación 82 Si T : V — V es un operador lineal diagonalizable en un espacio 
de dimensión finita, entonces x, (t) es un producto de factores de grado uno. 


Demostración. Si T es diagonalizable, entonces existe una matriz diagonal D 
que representa a T. Digamos que 


à 0 0 0 
0 Aa - 0 0 
[T] = D = : : ; 
0 0 An-1 0 
0 0 0 An 


de aquí es claro que 


Xr (E) = Xp (€) = Ar = t) (A2 — E)... (An — t) . 


u 

Lo anterior muestra que para que un operador lineal en un espacio de dimensión 
finita sea diagonalizable, debe suceder que el polinomio característico se factorice 
como producto de factores de grado uno. 
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Ejemplo 114 Consideremos la rotación por 7/4, 


Pr 
R? /4 R?, 


cuya matriz es 


ee DĚ 


con polinomio característico 
?-tV2+1 


que es irreducible sobre R, pues sus dos raíces son complejas no reales. 
y cos (7/4) —sen(r/4) ; , 
Así, tenemos que Paja (Y ( sentido <cos(m/4) ) no son diagonalizables. 


Ejemplo 115 En cambio si pensamos gue la rotación ocurre en el plano complejo, 


entonces 
C Pnja=(0tr/4.) C, 


de tal manera que todos los elementos de CY {(0, 0)} son vectores propios de (e'"/4. ), 


correspondientes al valor propio e'"/* 


(aus . -) es 


. Así que la matriz diagonal que representa a 


(e7/%) € Mra (C). 


Por otra parte, no basta que el polinomio característico se factorice como producto 
de factores de grado uno, para que sea diagonalizable. 


Ejemplo 116 Consideremos la matriz ( ; : ) , es claro que su polinomio carac- 


l-t 2 

0 l-t 
1, pero no es diagonalizable: 
Si lo fuera, tendríamos que sería similar a una matriz diagonal, con el mismo poli- 


terístico, det = (1— t) (1 — t), es un producto de factores de grado 


0 ero entonces 
O 


12 10o- = 10 
Ea )-0(; i)o =e dí 


Ejercicio 192 Una matriz triangular superior A con todos sus elementos de la dia- 
gonal iguales, es diagonalizable si y sólo si A es diagonal. 


nomio característico, es decir, tendría que ser similar a 
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8.4. Matrices diagonalizables 


Teorema 101 Son equivalentes para un operador lineal pV 5 PV en un espacio 
de dimensión finita pV : 


1. T es diagonalizable, con valores propios A1, Az,..., Ak- 


2V=©AE,. 


a) Xp (E) = (Ar = Ag) (Ag) 
b) dim (E,,) =nul(T — A Id) = mi. 


Demostración. 1) >2) Si T es diagonalizable, con valores propios A1, 
A2,-.., Ax, entonces existe una base de „V formada por vectores propios de T. De esta 
base tomemos los elementos que corresponden a A; para formar 8;. 


Entonces 
V= © (Ex) : 
i=l 


2)> 3) Si V = O ([£,,), tomemos 9; una base de Ex,. Entonces la matriz de T 
¿=1 
respecto a la base B, U 83 U ... U Bp es 


Az 
18,1 181! e. ey 0 


Ar 
0 == Skl X 184 


por lo que el polinomio característico de T es , 


(Ay yal Az = yal m (X = t)! l 


Además 


[811 + lba + -+ 18,1 = n. 


Basta hacer m; = |8;l. 
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3)> 2) supongamos que 
Xr (t) — Oy = ya Da = pue s (Àk — DE 


y que 


dim (Ex,) = nul (T — A;Id) = m;, Vi € [1,...,k). 


Como las raíces del polinomio característico son los valores propios del operador T', 


entonces Ea, £ (0) Vi € {1,.., k}. 


Además 
SE) = E, 


por el Lema 18. 
Entonces 


dim (12,3) = dim (@{Ex}) = Y {dim (£x,)} = 


= Y (mi) = grad (x, (1)) =n 


Como dim (@ (E,,)) = n = dim (V), entonces @ (E,,) = V. 
2)> 1) Si A (Ex) = V entonces la unión U {8;}, donde 6; es una base de Ex, 
es una base de pV formada por vectores propios de T. m 


Definición 109 Sea A un valor propio del operador T de dimensión finita, la multi- 
plicidad de A como valor propio de T' es la multiplicidad de A como raíz del polinomio 


característico de T. Es la mayor potencia entera de (t — A) que divide a x, (t). 


Ejemplo 117 Es claro que la matriz 


ooo- 
D O tT O 
ONO O 
Wooo 


es diagonalizable, pues es diagonal. 
Los valores propios de A son 1, 2, 3 con multiplicidades 1,2,1 ya que el polinomio 
característico es 


(=t) (2-4? 8 
dim (E,) = 4 — rango (A — I4) = 
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dim (E2) = 4 — rango (A — 214) = 


dim (Ez) = 4 — rango (A — 314) = 


= 
I 
m 
| 
< 
I 
TOS 
ATT 
oooO 
— 
oo ¡| © 
— 
> | 299 
ose 
a 
> 
© 
D 
S 
= 
| 
< 


2 -2 2 

4 1 0 . À 
o6 0 es diagonalizable. 
2-2 8 


0 
0 
0 


Ejemplo 118 Mostrar que | 


det | 
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Además: 


2 


2 


8 


22 


Las soluciones de 


está generadas por 


Las soluciones de 


están generadas por 
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Las soluciones de 


—2 2 -2 2 
02 L O 
TAEI k 
—6 2 —2 6 
están generadas por: 
1 
0 
0 
1 
Entonces 
0 1 1 1 
1 -3 1 0 
2 || -6 10110 
1 0 1 1 


es una base de F* formada por vectores propios de A. 


0 1 11 -3 0 z 3 
PETS D-OA IE U OE E 0 amu ls U = 5 
Además si Q = 2 600 entonces Q7* = o 1 =i 0 . Por lo 
1 0 11 5 -l ł -3 
—6 0 -1 6 
—2 0 -1 2 
sE 
que 407 = 0. 4 2 0 . Ahora 
6 -4 3 -2 
—6 0 -1 6 0 2 -2 2 0 1 1 1 
—2 0 -1 2 0 4 1 0 1 —3 1 0 
0 4 2 0 0 0 6 0 2600 
6 -4 3 2 6 2 22 8 1.0 11 
24 0 0 0 6000 
m 0 24 0 0 E 0600 
= 0 0 16 0 |- 0040 
0 0 0 8 0002 
0. 0 


Teorema 102 Si A es diagonalizable, entonces x, (t) (A) = 
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k 
Demostración. x, (t O", F" = BE. 


k 
) = I 
¿1 i= 
Sea E € F”, entonces Y = X` ci, E, € Ey. 
(A 


Por otra parte, X, (t) y= Tos = (A) = 11 Ad- AJ. E 


¿=1 
Entonces 


k 
Toe 4)” = (Ad— A)"" o (AxId— A)"? o... o (AxId— A)" 


i=1 
k 
Apliguemos (n (¡Id — ay") -_en GË: 
(Ald— A)"7.(AxId— A) (Ald— AJ"*) (Gizi) = 
= (Ald— A) (Ajd — A (AyId— A 
-(AXId— A)™ (AId— A)™ (cz) =0. 
Pues (A Id — A) (cii) = ci ((AId— A) (£;)) = 0. Notemos que en 
(Ad — AY” (AxId— A) (AId— A)™ 
los operadores se pueden reacomodar, pues 
(AId— A)™ -(AId— A)"") = ((AjId— t)™ (A Id— t)™) (A) = 
= ((AId— t)™ - (AjId— t)™) (A) = (AId— A)™ - (AjId— A)” 


Entonces 


k A 
por lo tanto (ů (AId— ay") - _es el operador 0 en F”, por lo que 


i ERNE 
(Towa- ay") - A ES 


0-0 


—2 4 4 
Ejercicio 193 Compruebe lo anterior con la matriz | —3 6 2 
—3 2 6 
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8.5. El polinomio mínimo 


rT : : A 
Como ya hemos notado, si V — V es un operador lineal en el espacio vectorial 
FV. Se tiene un diagrama conmutativo 


F Ít] t 

A l 

F —— Home (V,V) T 
c —>o c 


donde A es un morfismo de anillos que satisface: 


A (a batta +... + ant”) = aoľdy + aT + aT? + ... + an T”. 


Notación 14 Denotemos 
(Ô:T)={f E FH] fT) =ô}, 


el conjunto de polinomios que se anulan en T. Llamaremos a (ô T) el anulador de 


T. 
Observación 83 (0: T) es un ideal de F [t]. 


Demostración. Es claro que (0 : T) es cerrado bajo la suma, que contiene al 
polinomio 0 y que es cerrado bajo multiplicación por cualquier polinomio. m 


Observación 84 Como los ideales de F [t] están generados por un sólo polinomio, 
que se puede escoger mónico, tenemos que si (ô ; T) A {0}, entonces 


(Ô : T) = F [t] - ult). 


El polinomio mónico ujt] se llama el polinomio mínimo para T. 


Teorema 103 Si V 5 V es un operador lineal en un espacio vectorial pV de di- 
mensión finita, entonces (Ô : T) # {0}. 
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Demostración. Recordemos que el espacio vectorial Hom (V, V) es isomorfo a 
Mnxn (F), así que ambos tienen dimensión n?. Luego el conjunto 


(ra, T.T?, o) 


es un conjunto con más de n? vectores en un espacio vectorial de dimensión n?, por 
lo que resulta linealmente dependiente. 
Así que existe una combinación lineal 


old+ aT FO +... + cT” = Ô 


con no todos los coeficientes iguales a 0. 
Es claro que entonces el polinomio 


1 2 


Ejemplo 119 Sea ( 2 1 


) -_: R? — R?. Tomemos 


(01): 021) 


notemos que es linealmente independiente pues en esta lista ningún vector es combi- 


cto ) . Ahora. 


2 1 4 5 


(020) 1065) 


es linealmente dependiente pues el sistema 


oael es) 0) 


es equivalente a 


nación lineal de los anteriores ( r2 ) = ( 


| 
oooo 
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y 
115 103 
024 012 
024 |"1000 
115 000 


gue tiene la solución no trivial 


3, Y 2, 2=1 


Así que 


„a (00 
3Id— 2A+ A a 


Luego el polinomio mínimo para A es un divisor mónico de 


3—2 + =(t-3)(t+1). 
Notando que (t—3) £ (Ô: A), (t+1) € (Ô: A), tenemos que 
pa (t) =-—3—2+ť. 


Ejemplo 120 Si dim(V) no es finita puede suceder que un operador no tenga poli- 
nomio mínimo. 
Por ejemplo consideremos el operador 


Este operador no tiene polinomio mínimo: 


OULEL) -5 


n signos de integral 


ž : : ; 2 7 t 3 
Así que si un polinomio ay + art + azt? +... + ant” Æ o (t) se evalúa en JS, y después 
evaluamos en 1, obtenemos 


n i a Un n 
(6 Hart + azt? +... + ant”) ())0=« i Ta Fo + oTt 0(t). 
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8.5.1. El polinomio mínimo y diagonalizabilidad 


Teorema 104 Un operador V Zy definido en el espacio de dimensión finita n 
es diagonalizable si y sólo si p(t) = (t — A1) (t — Az)... (t — Ax), donde Ar, A2, ..., Ax 
son los distintos valores propios de T. 


Demostración. =>) Si T es diagonalizable, a existe una base 8 de vec- 


tores propios de T. Consideremos el polinomio i {t — X), donde {Ai }ieqi,.. yy es el 


čí 


conjunto de los valores propios de T'. Tomemos Y € b y supongamos que T (7) = AZ, 
entonces 


(Te) m) a=|| le-w e-lal- 


i=1 i=1 
14) 
k 
- IT- Aa) | (T— Ala) | (E) | = 
i=1 
Aj 


= IT- Aa} ((T— A;Id) (£)) = 
P 


II {T —xId) (0) =0. 


i=1 


k 
Tenemos pues gue el operador (1 [t — 13) (T) se anula en cada elemento de la base 
i=1 


k A 
B, por lo tanto (Corolario 7) [[ {T — A,1d) es el operador 0. Entonces el polinomio 
i=1 


k 


[t-g e (0:7) 


i=1 
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Por lo que 
k 
(ie) F [t] € (Ô: T) = ur (t) -F [t]. 
i=1 
Por otra parte si T (Z) = AT, entonces 


O = Ô (8) = ur (T) (2) = ur (À) (8), 


por el Ejemplo 111. Esto muestra que si A es un valor propio de T entonces A es una 
raíz de su polinomio mínimo. 
En particular, A valor propio de T > (t— A) | ur (t). 


k 
Por lo tanto (1 [t — 3) | ur (t) y así 
i=1 


pr (0) € (11 tt- 29) Fly. 


i=1 


Por lo tanto : 
Mi t= 29) F [t] = ur (t) Fl. 


De aquí que z 
(11 t- » = jp (8). 


<) Recíprocamente, si 


(u tt - ~) = pr (t). 


Veremos que T es diagonalizable por inducción sobre k. 
Base. Si k = 1, entonces (T — AId) = Ô implica que T = AZd. Que es diagonali- 
zable. 
Si k = 2, entonces (T — à Id) o (T — Md) = Ô. 
Hagamos la división 
1 


t=A | t— à 


à2— A 
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Entonces i 


A2— A 
Entonces, evaluando en T, 


1 
———((T — Midy) — (T — A Idy)) = Idy, 
A2— A 


(E — A1) — (t— A2)) =1 


Así que VV € V, 
1 1 
T — M1Idy) (U) — 


Ahora, observe que 5 (T — Ady) (v) € Ex, pues 


(T — MIdy) (0) = Idy (0) = 7, 


(T=) (z 1 y T- M1 dy) (0) = 


1 
MA 
De la misma manera, 5 (T — A Idy) (0) € Ex,. 
Por lo tanto V = Ex, + Eys. 
Paso inductivo 
Supongamos que k > 2, 
Debemos demostrar que 


(T — MIdy) (T — M1dy) (3) =0. 


y Er, =V. 


A valor 
propio de T 
Consideremos el diagrama 
T T V 
T k-1 
k-1 Ex k-1 


Notemos que el diagrama anterior tiene sentido pues la imagen bajo T' de un elemento 


k- k-1 
de X) Ey,, sigue estando en X` Fy. 
— = 


1 i=1 
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Es inmediato que el polinomio mínimo para TM. © 
SB 


EE AES Ady o E 


Tomemos una combinación de los polinomios (t — A1) - (t — A2) +... - (t — Àk-1) y 
t — A, con coeficientes en F [t] que coincida con el polinomio 1. 
Esto se puede hacer porque el máximo común divisor entre 


en F [|t] es 1. Simplemente observe que el único divisor mónico común posible es 1. 
O bien, haciendo la división 


q (t) 
t— M | Œ= 1) (6=A2) +... (PE Ap) 
c c*0 


se tiene que 


Entonces 


TAS ZANE Ed or EM ADA 
C C 


de aquí que cualquier vector Y se puede escribir como 


1 
= (a os a) ) (5) + 
yi (T — A Id) o (T — Mid) 0 ...o (T — Ap-11d) (V) 
€ 
el primer sumando está en 


k-1 
Ker ((T — A Id) o (T — A,Id) o ...o (T — Ay-11d)) = Y Es, 
i=1 


(¿por qué?) y el segundo sumando está en E, . 
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Por lo tanto 


FV = (Ker ((T — MId) o (T — A21d) o ...o(T — Ap-11d))) + Ex, = 


Ejercicio 194 Demuestre que 
k-1 
Ker((T — Td) o (T — Mid) o ...o (T — Ap-11d)) = Y Es, 
i=1 


en la demostración anterior. Sugerencia: 


LE — Ara) (E M) (E — A2). (E A) 
ŒA) E ED 9 


(t= M) (t — A2) =MA) 
= M 


son primos relativos en F |t] por lo que hay una combinación con coeficientes en F [t] 
tal que 


WEAS 
e Paid 

A O E 
(t — Ak-1) 


+qu=1 Ít] 


Ejercicio 195 Demuestre que si T € Homp (V, V), con dim(V) < oo, entonces los 
valores propios de T son las raíces de pu (t). Concluya que ur (t) y x, (t) tienen las 
mismas raíces (por supuesto, las multiplicidades puede no coincidir. 


Ejercicio 196 Escriba 1 como combinación de t— 1, t— 2 yt— 3 con coeficientes 
en R [t]. 


Ejercicio 197 Escriba 1 como combinación de (t — 1)(t— 2), (t — 2)(t— 3) y (t — 
1)(t— 3) con coeficientes en RÍt]. 
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Ejemplo 121 Consideremos la siguiente matriz en Msx5 (Zs). 


4 01 42 
0 4 2 3 4 
A=| 00042 
3 0 1 2 4 
20420 
40142 4-t 0 1 4 2 
04234 0 4-tŁ 2 3 4 
00 0 42 |-ti5= 0 0 —t 4 2 
3 0 12 4 3 0 1 2-t 4 
20420 2 0 4 2 —t 
Su determinante es 
4—t 0 1 4 2 
0 4-tŁt 2 3 4 
det 0 0 =t 4 2 | =3+2+2%+4t* —1ó = 
3 0 1 2-t 4 
2 0 4 2 —t 
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0, podemos hacer 


1, como h (4) 


38 — 3t 


t 


Sea h (t) = 


—P-2-1 


(t+1) 


(2 + 2t+1) 


2t—1 


t£ 


u (t) = 


Entonces 


La matriz A es diagonalizable si y sólo si up (t) = (t 


30124 
20420 


== 

= 
SS os a 
< © <- AN 

= 

A A 
O©MO O © 
O OOMNWA 
a 
ATT 
asa e 
YM < O MN 
ma- 
ONO O © 
ON OOMN 
A 
A AS a 
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00 1 4 2 
00 2 3 4 
0 0 —4 4 2 = 
30 1 -2 4 
204 2 -4 
203050 00 1 4 2 
21100 00 2 3 4 
=|10400 00 -4 4 2 = 
20344 30 1 —2 4 
3 02 22 20 4 2 —4 
0 0 —10 20 10 00000 
0 0 0 15 10 00000 
= 0 0 -1 20 10 |=| 00000 
20 0 10 20 10 00000 
10 0 5 20 10 00000 


Por lo tanto A es diagonalizable. 


Ejercicio 198 Encuentre una base de Z} formada por vectores propios de 


40142 
04234 
A=| 00042 
30124 
20420 


Ejercicio 199 Demuestre que si T : V — V es un operador lineal en un espacio de 
dimensión finita n, tiene n valores propios distintos, entonces T es diagonalizable. 


401 2 
Ejercicio 200 Decidir si R di lizabl 
jercicio ecidir si | © o 9 —4 | 28 diagonalizable. 
001 0 
3 0 


Ejercicio 201 Decidir si | —4 4 es diagonalizable. 


R Nui 


8.5. EL POLINOMIO MÍNIMO 281 


Ejercicio 202 Supongamos que el operador T : V — V en el espacio vectorial de 
dimensión finita n tiene k valores propios distintos. 


1. Si dim (Ex) =n—k-+1, para algún valor propio A, demuestre que T es diago- 
nalizable. 


2. Si existen valores propios de T A1,..., X; tales que 


dim (Ex, E Ey,) =n-—k+j, 


demuestre que T' es diagonalizable. 
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CAPÍTULO 9 


Subespacios T-invariantes 


9.1. Subespacios T'—invariantes 


Definición 110 Sea pV Es FV un operador lineal y sea W <p V. Diremos que 
W es un subespacio T—invariante de pV (escribiremos W < V), si T (W) CW. 
T 


En caso de que W < V, tenemos que el siguiente diagrama conmuta: 
T 


inc. 


T 
. n z A |W 
es decir que W < V si y sólo si W — W es un operador en W. 
T 


Ejemplos 122 Para cualquier T:W=V: 


1 (0) sv: 
2 V<V. 
l 
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Teorema 105 Sea T:V— V lineal, W < V, dim(V) =n < oo, entonces Xis (t) 
T 
divide a x, (t). 


Demostración. Tomemos una base y de W y completémosla a una base 5 de 
FV. Digamos que m = dim (W). 


Entonces : 
¡Tf = [Tw], B 
0 C 
Entonces y 
T, — tI, B 
T|Ê — tIn = | "Wy Em E 
Iry | 0 C = tlni 
Así que 
Xr (E) = Xn y (©) Xo (©) 
= 
Ejemplo 123 Sea 
R“ c R“ 
a a+b+2c—d 
b os b+d > 
c 2c— d 
d c+d 
entonces 
1 1 2 -1 
can 0 1 0 1 
[Thean 0 0 2 -1 
000 1 
j 
Si tomamos W = ů |r,s ER », entonces W < V, pues 
0 
1 1 2 -1 r r+s 
010 1 s s 
0 0 2 -1 (OJ 0 
000 1 0 0 
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Hagamos y = [e,,€2) y B = YU {8,6}. 
Mw = (G1) ve 0= 0-0 1 O0- e- 


Definición 111 Sea W < V y consideremos 
H% ={T:V >V |T es lineal y T (W) C W}. 
Teorema 106 1. Hý < Homp(V, V). 


2. Hý, es cerrado bajo la composición. 


Demostración. 1. HÝ, es un subespacio de Hom (V, V) : 

Ô e Hý, pues 0 (W) = (0) CW. 

T,U € Hý > (T+U)(W) CT (W)+U(W) € W +W =W. 
cE F,T € HỌ, => (CT) (W) Cc(T (W)) CcW cW. 

2.T,U € HV, => (T o U) (W) € T (U (W)) € T (W) < W. 
Notemos además que Idy € Hý. m 

En vista del Teorema anterior tenemos que 


Observación 85 1. HỌ es un espacio vectorial. 


2, (Hý, +, o, Ô, Idy) es un anillo (no conmutativo en general). 


Ejemplo 124 Sea 


(rw E o DE e- 4 


Calcularemos Hý. 
Necesitamos encontrar todas las matrices X € Maxa (R) tales que 


OOo% 3 
| 
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Como | X , vemos que basta resolver 


Ooouvo 3 
IS 
(o> a 3 


IR- 


( m Ta T3 z) 


¡[a ly 4 


Es decir xır + x3s = 0, Vr,s € R. Es claro que 
Tı = 0, Ta = 0. 


Por lo tanto las matrices que corresponden a operadores en HX, son de la forma 


oo * * 
oo * * 
XK XA X X 
XX X X 


Ejercicio 203 1. Compruebe que 
{A € Maxa (R) | 43,1 = A32 = Agr = Ago = 0) 


es un subanillo de Maxa (R), es decir que es cerrado bajo la resta, el producto 
y que contiene al 1. 


2. Compruebe que 


{A € Maxa (R) | A31 = A32 = A41 = Aso 0) 
es un subespacio vectorial de Max (R). 
Teorema 107 Si T € HỌ, y g(t) € F [t] entonces g (T) € Hý. 
Demostración. Tenemos el diagrama conmutativo 


met A 
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que se puede componer consigo mismo: 
T T 
V—— V —— V 
inc. 


inc. inc. 


Tiw Tiw 


W —— W — W 


como este diagrama sigue siendo conmutativo, vemos que (Tw) o (Tw) = (To Tw 5 
así que ToT € Hý,. por inducción, tenemos que T" € HK. Como Hý, es un espacio 
vectorial, entonces c,T” € Hi, Ve, € F. Además 


cold+aT+..+cnT" € HỌ. 


u 
Teorema 108 Sean T,U € Hom(V,V) tales que To U = UoT entonces 


1. Ker(T) < V. 
U 
2. T(V) <U. 
U 


3. f (T) o g (U) =g (U) o f (T),Yf, g € F. 


4. Wf,g EF [t], Ken f(D)) < V y F(T)(V) < V. 
g(U) g(U) 


5. E, = Ker(T — Ad) < V. 
T 
6. Kerf(T = Ma)ř) <V. 
T 
Demostración. 1. Si y € Ker(T) entonces 
T(U (2)) =U (T (8) =U (0) =ð, 


esto es, U (4) € Ker(T), por lo que U (Ker (T)) C Ker(T), y entonces Ker(T) < V. 
U 
2. U (T (V)) =T (U (V)) E T(V) por lo tanto T (V) < V. 
U 


3. Se demuestra por inducción que U o T* = T* o U y por lo tanto U"T* = T*U" 
Vk,r EN. 
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También por inducción sobre el grado de f, se demuestra que 
f(T)og(U)=y(U)o f (T). 


4. Se sigue de 1. 2. y 3. 

5. U € Ker(T — Ad) > T (0) = àT > T (T (5) = T (A (0)) = M (5) > 
T (0) € Ker(T — Ma). 

Por lo tanto T (Ker (T — AId)) C Ker(T — AId), y así Ker(T — AId) S V. 


6) Ejercicio. m 


Ejercicio 204 Sea A = : ) € Maxa (R) consideremos el operador A+- : 


1 
0 
R?— R?. Verifique que Ker(A- -) <a. R? y que Im(A- ) <a. R?. 
Ejercicio 205 Háganse las inducciones del inciso 3) del Teorema anterior. 
Ejercicio 206 Demuéstrese el inciso 6) del Teorema anterior. 


Ejercicio 207 En V = P, (R) considere W = £(4t,t*Y). Encuentre HỌ. 


Ejercicio 208 En V = C([0,1]), el espacio de las funciones reales continuas defini- 
das en [0,1], considere el subespacio W = £ {sen (t),cos (t)}. Muestre que para todo 
polinomio f (t) ER [t], f(T) € Hý, donde T = la es el operador integral. 


Notación 15 1. Denotemos por q Hoy ; v] el conjunto de los subespacios T — in- 
variantes de FV. 


2. Denotemos por r |W, V] el conjunto de los subespacios T— invariantes de V que 
incluyen a W. Al usar esta notación estamos suponiendo que W < V, si no 
T 


fuera el caso usamos r (W, V]. 


Teorema 109 Si {Wa}„cx es una familia de subespacios T—invariantes de V, en- 
tonces N{Wa}acx es un subespacio T—invariante de V. 


Demostración. Como N {Wa }acx < V, basta demostrar que 
T (n Walaex) < N {Wa }acx k 


Sea 7 E N{Wa}acx - Entonces y € Wa, Va € X. Por lo tanto T (1) € Wa, Va € 
X. Por lo tanto T (1) € N[Wataex- E 
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En vista del Teorema anterior, dado un subconjunto S C V y un operador pV 5 F 
V, existe el subespacio T'—invariante generado por S. Denotaremos este espacio por 


© (5). 
sre)=nfwgvis<w). 
T 
Es claro que £r (S) es el menor subespacio T—invariante que incluye a S. 


Teorema 110 Si (W,),.x es una familia de subespacios T—invariantes de V, en- 
tonces S [Wataex es un subespacio T—invariante de V. 


Demostración. Si Y = Tı + T2 +... + Zn con E, € Wa,, entonces T (1) = 
T (21) +T (22) +. .+T (Ln) E Wa, +... + Wan, pues T (Zi) € Wo, m 


9.2. Subespacios T-cíclicos 


Definición 112 Se define el subespacio T—cíclico generado por % como £r(%), 
donde EV y V BV es lineal. 


Observación 86 £r(7) = L (Z, T (2), T? (2,4) = {7 (T) (E) | f € FH}. 


Demostración. £7(7) C £ ({7,T (2), T? (2),.}): 
Para esto, basta demostrar que £ ((%, T (X) , T? (X) ,...}) es un subespacio T—in- 
variante. En efecto, tomemos una combinación lineal de 


{2, T (2), T? (2),.), 


k 


Xat (7) > 


i=1 
aplicando T obtenemos 


k 


DAT (2) € L aE) a) 


i=1 
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Como arriba, un elemento de £((%,T (£) , T? (£) ,...)) es de la forma 


es claro que esto es 


con 


{F (T) (1) | fe Flt])< £r(z) : 


Para esto basta notar que como 7 € £y (1) < V, entonces todos los elementos de 
T 


la sucesión 
TTT) „T (£), TP (Dto 


pertenecen a £y (7). También dada cualquier conjunto finito de escalares 


Co, C1) +++) Ck 


Co, AT (£),...,ceT* (Z) € £y(E) 
y también 
Cot +T (T) +... + kT" (£) € £r(?). 
De aquí debe ser claro que f (T) (7) € £r(7),vVf(t)€ F |t]. m 


Lema 19 W <V = (W < Vyf(TDy=flT yl 
T FT) 


Demostración. Por el Teorema 107 se tiene que W SV => W < V. 
T FT) 
Ahora, el diagrama conmutativo 
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se puede componer consigo mismo para producir el diagrama conmutativo 


E y EC y 


de donde podemos observar que (T) yw = (Tw) . Por inducción podemos demostrar 
k 
que (T) w = (Tw) Vk eN. 
Ahora, cp- T* € HI, así que W < V. Es fácil ver que 


cp Tk 
(0x7) yy = (ex Tw)". 
Como co- Id, ci- T}, ... a,- TE € HI, entonces W es 
(co -Tld+a Ti +..+ep: T*) — invariante 


y es claro que 
(co: Id+ c: T" +.. cr T") y = 
= (co Ta) + (cr + T) yy + + + (Cu > P 
u 


Teorema 111 W < V > 1, (t) | ur (t). 
T 
Demostración. ur (t) (Tw) = ur (Tw) = pr (T)w = 0w. Por definición de 
polinomio mínimo, tenemos que ¿uy (t) € F [t] uny (t). m 


Teorema 112 Si T :» V =p V es un operador lineal en un espacio de dimensión 


finita n, entonces ur (t) = m.c.m. mene Alze v} a 


Demostración. Por el Teorema anterior, Hy (t) | ur (t). Por lo tanto 


12p(z) 


m.c.m. meno (1)|7e v) | ur (t). 


Por otra parte si hacemos 
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entonces VY € V, tenemos que Hne (a (t) | m (t), por lo que 
hO un a Om), 
para algún A (t) € F [t], así que 
P) = (A(T) o fo, 9 (T) © =A (D) (Pezca O) O) =. 


Entonces ur (t) | m (T). 
Por lo tanto ur (t) = m (T). 


Ejercicio 209 Demuestre que Ws V si y sólo si W =Y {£r (0) | € W). 


9.3. Polinomio característico y polinomio 
mínimo 


Teorema 113 Si V = £r ({T}) con dim (V) =n < m, entonces ji (t) = £x, (t). 
Demostración. Es una consecuencia de las hipótesis gue 
B=15,T(5),...T" (a) 


es una base de pV : 
Se tiene que 


{TF (Z) | k eN) 
genera V. Notemos que si T*(%) € £ (Z, T (£),..., T*= (£)) entonces 
(T'E) |n €N} C £ (ET (8), (a) 


y así {z, O 0) ES Rasta (5) genera pV. Por lo tanto k > n. 
Tomemos ahora 


l= men {k eN |T*(2) € L(2,T(2),..,T* (2) ). 


£>n. 
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Tomemos (5,T (5) P (>, por la manera en que escogimos £ en la lista 
anterior ningún vector es combinación lineal de los anteriores, por lo que 


Lu, T (afr ka (2) 
es linealmente independiente. Por lo tanto 
L<n. 


Así que l = ny por lo tanto 


es una base para pV. 


Además 
0 
s a di 
IT]; = | 6:6 Eni. 
Qn—1 
donde 


T” (2) = Qot + aT (2) + > -+ an- T (z) . 


Calculemos el polinomio característico: 


-+ 0 O æ 
1 —t 0 A1 
0 1 0 Q2 
X (t) = det [O SM: | akácie 4 
: =f An—2 
0 0 1 Qn-1 — t 


desarrollando el determinante respecto al primer renglón tenemos 


—t 0 0 a 
1 —t 0 a 
Xp (t) ==tdet | 0 1 o......... : : + (AD o, 
: —t An—2 
0 0 1 an 1—-t 


por inducción, 


Xa) =t (Ey (P5 Sanat < aat a)) ( 171) a = 
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= (—1)” (t = On tra do ast? aut ao) . 
Así que 
X, (t) (T) = (=I)" (T — 09H 11" —...— aT? — 04 T — 00) 
calculando en 7 : 
(x, (T) (E) = 
(—1)" (T" (E) — aa TA (2) — ...— aT? (Z) — aT (2) — ao (2)) =0. 


Por lo tanto ur (t) | x, (t). 

Supongamos ahora que ¿uy (t) = bo + b1t +... +4”, entonces 

O = Ô (Z) = ur (T) (Z) = (bo + bT + ... + T™) (2), 

de donde tenemos que bo (7) + b1T (Z) +... + bm-1T™! (Z) = —T™ (£), entonces 
m>n. 

Por lo tanto grad(pur (t )) = m > n= grad(x, (t)) . Por otra parte, ur (t) | x, (t) 
como vimos arriba, así que m < n. Por lo tanto up (t) y X, (t) tienen el mismo grado 
y sólo pueden diferir en el signo, es decir 


pp (t) = Ex, (t). 


Resta comprobar la base de la inducción de que 


X, (E) = (1) (t° — ant"! —...— at? — at — ao), 


si n = 1, entonces V = £ (7) y T (Z) = apí, luego B = {7}, [Té = (ao) y x, t) = 
a-—t= (—I)" (t — m). u 


Ejercicio 210 Demuestre el recíproco del Teorema anterior. 


Ejemplo 125 Sea 


Y 

3 

=< 

© 

3 

© 

© 

© 
S 
077% 
o F 
NL 

II 
CTO 
ER 

N 
UA 

Q 

© 

= 

Q 

= 

o 
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(02) 


la matriz de T' es [TT = ( : > ) . Con polinomio característico 


Respecto a la base 


Xy (E) =-t(2-t) +5=1t*-2t4+5. 
2 
„0 NA 10 
Además ( a a) 
1 0 0 —3 —5 -10 0 0 
JE al: 2 )+( D2 IC Es 
De donde ¡up (t) | t? — 2t +5. Además t — 2t + 5, es irreducible en R |t] pues sus 


raíces son: 1+2 yl—2 (t— 1-— 2i) (t— 1+ 2i) = +? — 2t +5. 
Por lo tanto ur (t) = x, (t). 


Ejercicio 211 Suponga que le consta que 
z y W „00 = z y 
zw T 2A AGA ZA z w 
af EN (80 =z)? 
z wj) \z 2+2A2 )' 
: 0 -»* 
1. Muestre que hay 25 matrices que conmutan con 1 2 en 
Maxa(Z5). 


2. De éstas, ¿cuántas son invertibles? 


3. ¿Cuántas matrices invertibles hay en Max2 (Z5)? 
0 =A N pa 0 -X 
LA JE al; a JAP 


< QIP t 0 -X 
conmuta con 1 2) 6 


2 
5. ¿Cuántas matrices en Maxa (Z5) son similares a ( A y 
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Ejercicio 212 ¿Cuántas matrices hay en Max2 (Z5) no diagonalizables, pero que 
tienen valores propios? Sugerencia. Notar que A no puede tener dos valores propios 
distintos si no es diagonalizable, entonces x, (t) = (t — A? = 6) 


Ejercicio 213 ¿Cuántas matrices hay en Mox2 (Z5) que no sean diagonalizables, 
porque no tener valores propios? Sugerencia. Notar que t? + bt + c no tiene raíces 
enZs © b +c E {2,3}. Así que hay 10 polinomios mónicos de grado 2 sin raíces 
en Zs. 


Ejercicio 214 ¿Qué hay más en Max2 (Z5), matrices diagonalizables o matrices no 
diagonalizables? 


9.4. El Teorema de Cayley-Hamilton 


Teorema 114 (Hamilton-Cayley) Si T € Homp (V, V) y 
dim(V) =n < œ, 
entonces 
X (6) (T)=0:V >V. 

Equivalentemente: pr (t) | x, (t)- 

Demostración. Recordemos los siguientes resultados que ya demostramos. 

1. ur (t) = m.c.m. (mena CIRES v) . (Teorema 112). 

2. rota (t) = el (t) (Teorema 113). 

3.Ws<V => Xn (t) | x, (t) (Teorema 105). 

T 
Sea T E V, entonces Hne ta (t) = aj (t). 
Además £r {£} < V, así que por 3., 
T 


Hrom © = Xert (E) |x ©. 


Por lo tanto, x, (t) es un múltiplo común para T + 1) |TE v}. Por lo 
riž 


tanto ur (t) | x, (t). 
Digamos que up (t) h (t) = x, (t) , con A (t) € F [t]. 
Así que, evaluando en T : 


X, (T) = ur (T) o h (T) = ôo h (T) = Ô. 


9.4. EL TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON 


Ejemplo 126 Sea 
PRR) — Po(R) 
f = 20 
y sea B = {1,t,t?} la base canónica de P, (R). Entonces 


por lo que x, (t) = (1 H? =1- 3t +3- t 


1 1 0 
Escribamos las potencias de | 0 1 2 
0 0 1 
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100 1 1 0 122 1356 
0 10 1,10 12 1,10 141,10 1 6 
0 01 0 01 0 01 0 01 
así gue 
1 0 0 TTO 2.2 1356 
0 10 |-3| 012 ]+8 14 |-| 016 |= 
0 01 0 01 0 1 001 


Como £r (P) = 8 4P,P + 26,7 +2t+2)) y además [t?,t? + 2t,1+2t+2) es l. 


i. entonces £r (t) = P,(R). Así que pp (t) = x, (t), por ser Pa ( 


R) un espacio 


T—cíclico. Puede uno ver directamente que T (o su matriz) no satisfacen 1 — t ni 


(pt 


110 
Ejercicio 215 Mostrar que la matriz | O 1 2 | no satisface 1—t 
001 


(=) 


y no satisface 


Teorema 115 Si W < V, T : V — V es diagonalizable, y dim(V) = n < œ, 


T 
entonces Ty : W — W es diagonalizable. 
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Demostración. T es diagonalizable pep (t) = (t— A1) (t — A2)... (t — Ag), 
donde Aj,..., Ag son los distintos valores propios de T. 

Ahora, Hry (t) | ur (t), así que HT (t) es un producto de factores de grado uno 
distintos. Como las raíces del polinomio mínimo son los valores propios del operador, 
tenemos que T¡y es diagonalizable. m 


9.5. Diagonalización simultánea 


Definición 113 Dos operadores T,U : V = V son simultáneamente diagonaliza- 
bles, si existe una base B de V tal que las matrices kaj“ y [01% son diagonales. 


Teorema 116 Sean T,U : V = V dos operadores en un espacio de dimensión finita 
n. Supongamos que tanto T como U son diagonalizables. Entonces son equivalentes: 


1. ToU=U0T. 


2. T y U son simultáneamente diagonalizables. 


Demostración. 2) > 1) Supongamos que 5 es una base formada por vectores 
propios de T y de U. Sea Y € 8 y digamos que T (ď) = Ať, U (£) = y7. 
Entonces 


(T 0 U) (8) = T (U (8) = T (03) = 7 (T (8)) = 7 (A8), 
simétricamente, 
(U oT) (8) =U (TE) =U A3) =A T8) =A 02), 


de aquí es claro que los operadores T o U y U o T coinciden en la base 9. Por la 
propiedad universal de las bases, tenemos que T o U = U oT. 

1) = 2) Por inducción sobre dim (V). 

Base. Si dim (V) = 1, no hay nada que demostrar, pues 


Hom (V, V) x Hom (F, F) E F 


con 
Hom (F, F) 


Cc o c- 


Paso inductivo. 
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Supongamos que dim (V) = n > 1, digamos que 


V = En QE Q -O En 


donde (0) E, = Ker(T — A;Idy), i IN k}. 
Supongamos que dim(£,,) < dim (V). Ex, < V, puesto que T y U conmutan 
U 


además U, Ex,|es diagonalizable puesto que U es diagonalizable (Teorema 115). En- 
tonces, por hipótesis de inducción, T) Ex, Y Ug, son simultáneamente diagonalizables. 
Con el mismo argumento, tenemos también que Tie, P..BE, y Ue, P.. BE, SON 
simultáneamente diagonalizables. 

Podemos suponer entonces que V = E,, donde E, = Ker(T — AId). Entonces 
T = A- y entonces una base de vectores propios de U es también una base de 
vectores propios de T. m 


Ejemplo 127 Veremos que 


-1 33 —4 0 9 
0 2 1]|,y 0.80 
0 -4 3 0 08 
son simultáneamente diagonalizables. 
-1 -3 3 
El polinomio característico para 0 -—2 1 es 
0 -4 3 
-l-t 33 3 
det 0 —2-t 1 =2+3t-ť =(2-t)(-1- t}? 
0 —4 3-t 
Como 
-1 —3 3 
((t—2)(t+1)) 0 -2 1 = 
0 -4 3 
—3 3 3 0 -33 
= 0 —4 1 0 -1 1 |= 
0 —4 1 0 —4 4 
0 00 
=|000], 
000 
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vemos que el polinomio mínimo para esta matriz es (t— 2) (t+1), por lo que la 
matriz es diagonalizable. 


—4 09 
El polinomio característico para 0.80 es 
0 0 8 
—4 -t 
det 0 256 + 12? — 4 = (—4—1)(8—1), 
0 
Ahora 
—4 0 9 0 0 9 -12 0 9 
((t +4) (t— 8)) 0 80 = 0 12 0 0 00|= 
0 08 0 0 12 0 00 
000 
= 000], 
000 
—4 0 9 
De aquí, que 0 8 0 | es diagonalizable. 
0 08 
Resta ver que ambas matrices conmutan: 
-1 -3 3 —4 09 4 —24 15 
0 -2 1 0 .8380]|=|0-16 8 |, 
0 —4 3 0 08 O —32 24 
—4 0 9 -1 -3 3 4 —24 15 
0 80 0 —2 1 |=| 0 -6 8 
0 08 0 -4 3 0 —32 24 


—1 -3 3 
0 -2 1 |] -2%|2=0. 
0 -4 3 
—3 3 3 1 0 —3 
0 —4 1 |x| 0 1 -i , las soluciones están generadas por 
0 -41 0 0 0 
3 
1 
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-1 -3 3 
0 -2 1 |+113|2=0 
0 -4 3 
0 33 3 0 1 -1 
0-11|x|00 0 . Espacio de soluciones: 
0 —4 4 00 0 
1 0 
£ 0 ; 
0 1 
-1 -3 
Una base de vectores propios para 0 -—2 1 es 
0 -4 3 
3 1 0 
1 0 1,| 1 : 
4 0 1 


donde el primer vector es un vector propio que corresponde a 2 y los otros dos corres- 
ponden al valor propio -1. 


—4 0 9 
Tomemos la segunda matriz 0 8 0 |, como? 
0 08 
31 0\”/-409 310 
1 0 1 0.80 1 0 1 = 
4 01 0 058 4 01 
0 -3 3 —4 0 9 3150 8 0 0 
1 1 -1 0 80 1 0 1 = 0 —4 9 
0 5 =5 0 08 4 01 0 0 8 
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[99] 

= 

| 
A 


0 9 
Vemos que | 1 |,| 0 | son vectores propios de 0.80 
0 0 08 
—4—A 0 9 3 0 
0 8—A 0 1LÍ=| 0 | 
0 0 8-A 4 0 
24— 3A 0 
© 8—A =| 0 |eA=8 
32 — 4A 0 
Análogamente, 
—4—A 0 9 1 0 
0 8—A 0 0|=|0]|<S3 
0 0 8-A 0 0 
—4—A 0 
0 =| 0 | SeA= 
0 0 
0 0 
Como vimos, 1 


no es un vector propio de la segunda matriz, pero 1 |- 


1 
a | 0 | sí puede serlo: 
0 


Resolvamos 


1 
0 0 8=A 1 
4a+aà+9 | 


| 
Aa 
ee, 
> 
00 
o|o 
= 
00 
o© 
> 
k FO 
_————o 
| 
Q 


8—A = 
8—A 
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Entonces A=8 y 4a+014+9=0<% 12a +9 = 0, por lo tanto a = 3, así que 


0 1 3 
1 ]-(=3/9| 0 ]=|[ 1 
1 0 1 


es un vector propio común para ambas matrices. 
Por lo tanto, una base de vectores propios comunes a las dos matrices es 


3 1 3 
T-T TIE 
4 0 1 


Los valores propios de la primera matriz respecto de los vectores anteriores son: 


2 — LA 


sy 
mientras que los de la segunda matriz son 


8, 4,8. 


Ejercicio 216 Decidir si las siguientes dos matrices son simultáneamente diagona- 
lizables y de serlo encontrar una base común de vectores propios. 


—2 —5 1 9 4 0 -1 -3 
—2 1 1 3 2 2 -1 -3 
—6 —6 3 12 1'1|4 2 0 -6 
—2 -2 1 6 2 0 -1 -1 


Ejercicio 217 Decidir si la siguientes dos matrices son simultáneamente diagonali- 
zables y de serlo encontrar una base común de vectores propios. 


21) 2) 


9.5.1. El centralizador de un operador diagonalizable 


T : ; , 5 
Teorema 117 Sea V — V es un operador lineal en un espacio de dimensión n, 
entonces 
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C(T)=(U€ Hom(V,V)|ToU=U0T) 


es un subespacio vectorial de Hom (V, V) y 
2. C (T) es cerrado bajo la composición. 


3. C (T) es un subanillo de Hom (V, V). 


Demostración. 1. 0 conmuta con T. 
S, U conmutan con T > 


(S+U)oT=SoT+UoT=ToS+ToU=To(S+U). 
S conmuta con T, c € F > 
(eS) o T = (c-.0S)oT=c..o(SoT)=c..o(ToS)= 


=(c-_oT)oS=(Toc:-_)oS=T0(c-_05)=T0(cS). 


2. S, U conmutan con T > 
(SoU)oT=So(UoT)= So(ToU)= (SoT)oU= 


= (ToS)oU=To(SoU). 


3. Basta notar que Idy conmuta con T. m 
Ejercicio 218 Muestre que un operador T: V — V conmuta con 
VS Y, Ve € F. 
Denotemos D (V) = {T € Hom(V, V) | T es diagonalizable) . 


Teorema 118 SiT : V — V es un operador lineal diagonalizable en V de dimensión 
finita, entonces 


C(T)NAD(V) =(U :V => V |U es simultáneamente diagonalizable con TY. 


Demostración. Se sigue del Teorema 116. m 
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Ejercicio 219 Use el Ejemplo 111 para mostrar que para una matriz D € Maxn (F) 
diagonal y un polinomio g (t) € F [t], 


A11 0 0 0 0 g (A1) 0 0 0 
0o > 0 0 0 AS: 0 0 
g| 0 0 às 0 0 |= 0 0 90) 0 0 
0 0 0 > 0 0 0 0 0 
po 0 0 0 Ann 0 0 0 0 9(Anm) 


Teorema 119 Son equivalentes para T,U : V = V operadores lineales simultánea- 
mente diagonalizables en un espacio pV de dimensión finita, con conjuntos de valores 


propios LA, ApS: Y {V1 Y mi 


1. 39 (t) € F [t] tal que U = g (T). 


2. Existe una suprayección 


oku zon 


tal gue 


Es, = X B 


V(u)=j 
Donde 
Ex = Ker(T — Ad), E, = Ker(U — ld). 


Demostración. 1) >2) Si T (1) = AY entonces g (T) (ď) = g (A) Z, (Ejemplo 
111). Así que el conjunto de valores propios de g (T) son 
J= g (Ar) en Vm=9 (Ak) 


Entonces Y es 
{Lesk} -= (1,...,m) 
j — ssagl(A)=y, 
Ahora, 7 € Er, > 1 € Eyr,) por lo que 


X, En < Esp (9.1) 


9(Au)=9(%) 
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Vj € {1,..., k}. Además 


v-=5| Y a |< Zz 
gs) u gas) 
gAu)=9(A5) 


Como las sumas de arriba son directas, podemos concluir que 


5 X dim (Ex,) | = dim (V => dim (Ea) 
4%) u gas) 
SAu)=g(y) 


por lo que, a la vista de la ecuación 9.1, 


dim (Esa) = | X dim (Ey,) 
g)=904) 
2) = 1) 
Supongamos que (1, ..., k} E {1,... m} es tal que 


E, =| Y Ex. | Vie (1... m). 
Y 
Tomemos un polinomio g (t) tal que g (A;) = Y yq)" Entonces 
T (Z) = XP => g (T) (z) = g (A) T = : E. 
Por otra parte, 
T()=Mxi=>TE E, < E 


Vi)? 
así que U (©) = Y, 1 = g (T) (2). 
En particular, U y g (T) coinciden en una base de vectores propios para T, por 
lo que 


g(T) =U. 


9.5. DIAGONALIZACIÓN SIMULTÁNEA 307 


Ejercicio 220 Demuestre que ninguna de las dos matrices en el Ejemplo 127 se 
puede expresar como un polinomio evaluado en la otra matriz. 


2 0 0 
Ejemplo 128 Consideremos las dos matrices reales | 1 3 -3 Y 
TE 
3 0 0 
4 1 -2 
4 —2 1 


Los valores propios de la primera son las raíces de 


2 0 
det 1 3 -3 t| Lad -P= A 
1 


2 
2 0 0 0 
Llamemos Ej = Ker 1 3 -3 — 113 o 1 
1 BE r 1 
2 2 
2 0 0 
Llamemos E = Ker 1 5 -3 — 231- -|= 
1 -1 3 
2 2 
1 0 
=> 2 |,| -1 : 
0 1 


Los valores propios de la segunda son: las raíces de 


3 0 0 
det dd A t| =-9-3t +50 — © = (1-8) (3-18. 
4-2 1 
Llamemos 
3 0 0 0 
Ei = Ker 4 1 22 + 1/3 = =£ 1 
4-2 1 1 
Llamemos 
3 0 0 1 0 
E3 = Ker 4 1 —2 — 313 s 2 , —1 
4-2 1 0 1 
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Tomemos la función 
{1, 2} =? = 3) 
1 -> = x 


2 -> 3 
Tenemos que E = E y 


1 0 
B A = = 
0 1 
1 0 
2 —1 
0 1 


I 
5 
I 
to 


3 


Entonces debe existir un polinomio g (t) tal que 
2 0 3 0 0 
g 1 5 -3 =| 4 1 
1 4 —2 1 


Tomemos un polinomio g (t) tal que g (1) =—1 y tal que g (2) = 3: 


3(1- t) - (2— t) = —5 + 4t. 


En efecto. 


8 0 0 1 0 3 0 0 
=|4 6 -2 |-5| 0 1 =|4 1 22 
4-2 6 0 0 4 —2 1 
Ejercicio 221 Encuentre un polinomio h (t) tal que 
3 0 0 2 0 0 
h| 4 1 -2|=[|1 3 -3 
4 -2 1 1-5 3 


Ejercicio 222 Sean A, B € Maxn (F), muestre que si B tiene más valores propios 
que A no puede haber un polinomio h (t) € F [t] tal que h (A) = B. 
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Ejercicio 223 Muestre dos matrices diagonales A,B € Mnxn (F), con el mismo 
número de valores propios tal que ninguna de ellas sea un polinomio f (t) € F ft] 
evaluado en la otra. 


c d 


xa (0) = dee GPI De (a+d)t+ad-— be. 


tiene dos raíces distintas en Zs sii (a? — 2ad + d? + 4bc) € {1,4}. 


Ejercicio 224 Sea A = ( M ) , entonces 


Ejercicio 225 ¿Cuántas matrices diagonalizables hay en Max2 (Z5)? Sugerencia: 
dos matrices similares tienen el mismo polinomio característico. 


Ejercicio 226 Encuentre todas las matrices en M3x3 (Z5) que conmutan con 
30.0 

0 10 

0 01 

Ejercicio 227 Cuente todas las matrices diagonalizables en M3x3 (Z5) que conmutan 

300 

con | 0 1 0 

0 0 1 

Ejercicio 228 Encuentre todas las matrices diagonalizables en M3x3 (Z5) que son 
300 

de la forma h 1 0 |, para algún polinomio h (t) € F [t]. 

0 1 

Teorema 120 Sea {T;, ..., Tk} un conjunto finito de operadores diagonalizables que 

conmutan dos a dos, entonces T1,..., Tx son simultáneamente diagonalizables. 


Demostración. Por inducción sobre k. 
Base. Si k= 1 no hay nada que demostrar. 
k=2 

Supongamos que 


V = Eya Q Exo 


donde A;1, A;2,... son los distintos valores propios de T;. 
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Como T, conmuta con T}, entonces Ey; V (Teorema 108). 
Ta 


Por el Teorema 115, 


es diagonalizable. 


Así que 
Ex = (En, O Exa) 
k 
de donde tenemos que 
V =Y (Ex; N Ba) (9.2) 
jek 


esta suma es directa (ejercicio). 
Así es claro que si tomamos una base b; p de Ea, , N Ex, ,, entonces 


U k 
a Jk 


es una base de vectores propios de 71 y de T>. 

Paso inductivo. 

Supongamos que k > 2 y que T;,..., Tķk-1 son simultáneamente diagonalizables, 
digamos que los vectores propios de T% son 


Ab Aj,2) ==> Ajmyo 


entonces 


v= 8 (Exa NA Basia NN 7 8 


(i1,82,8R—1) 


Fijémonos en un sumando directo de la ecuación arriba, por ejemplo en 
W = Pya NE O e A Ea 


Este sumando es Tķ— invariante por ser una intersección de subespacios Tę— inva- 
riantes. 
Como Tk, es diagonalizable, entonces 


W = Q (W0 Exin). 


ik 


Y= B (Ex, MB a NEB eM Ex) ; 
Git eatk tk) 


Es decir T1,...,Tj son simultáneamente diagonalizables. m 
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Ejercicio 229 Demostrar que la suma en 9.2 es directa. 
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CAPÍTULO 10 


Formas canónicas 


10.1. Lemas básicos de descomposición 


Teorema 121 Sea T € Homp(V,V) y r(t) = f(t)g(t) con m.c.d. 
(f(0), g(t)) = 1. Entonces 


V = Ker(f (T)) © Ker (g (T)). 


Demostración. 1 = h(t) f (t) + k(t)g(t), para algunos h(t), k(t) € F[t], en- 
tonces 
Idy = h (T) f (T) + k (T) g (T), 
entonces, 


vi Er V, 7 = (f (T) h (T)) (v) + (g (T) k (T)) (v), 


notemos que el primer sumando pertenece a Ker(g (T)) : 


Análogamente, (g (T) k (T) 
Por lo tanto 


V = Ker (f (T)) + Ker (g (T)). 


> 


Resta ver que Ker(f (T))n Ker(g (T)) = (0) ; 
Como Idy = h (T) f (T) + k (T) g (T) , entonces 


Z € Ker (f (T)) N Ker (g (T)) > Z € Ker (Idy) = (0) l 
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Por lo tanto F 
Ker (f (T)) N Ker (g (T)) = (0) 


Lema 20 Sea T € Homp(V,V) y pr(t) = př (t) - po? (t) +... : ps (t), con pi (t) 
irreducible mónico para cada i € 41,...,sh, y pi (t) H p; (t) si i A j. Sea 


W = Ker (p} (T) o... o přs (T)) . 
entonces 


1. W<V. 
T 


2. oy D = PF (8) +... + pls (8). 


Demostración. 1. Sea sigue del Teorema 108. 
2. Como un operador se anula en su núcleo, entonces 


př (T) >... ph (T) = (pa? (8) - ...- ps (£)) (T) 
se anula en W. Por lo tanto 
ar OI) pl 
Por otra parte, se sigue del Teorema anterior que 
V = Ker (př (T)) BW, 
así gue es claro gue 
pë (T) © Hu (T) = (PP (0) > o (O) (T) 
se anula en V. Por lo tanto, 
Hr (t) = př (8) p? (L) + p? (P) | PE (0) > gy, (©), 


así gue 
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Teorema 122 Sea T € Homp (V,V) y urp (t) = ph (©) - pš? (t) >... - pk (t) , con p; (t) 
irreducible mónico para cada i € {1, ..., s}, y pi (t) 4 p; (t) si i # j. Entonces 


V = Ker (pi (T)) O Ker (p? (T)) B... O Ker (pt (T)) . 


Demostración. m.c.d. {p (t) , ph? (t) ,..., p“ (t)} = 1. Entonces, por el Teorema 
anterior, 


V = Ker (pf' (T)) O (Ker (p?? (T) o ... o p% (T))). 
Sea W =Ker(p} (T) o ... o p'* (TJ), entonces con un razonamiento inductivo ( ya 
que el polinomio mínimo de Tjw es p}? (t) - ... - př* (t) (Lema anterior), 


W = Ker (p? (T)) O... O Ker (p (T)). 


Así, finalmente, 


V = Ker (př' (T)) O Ker (P? (T)) O... O Ker (p% (T)). 


(Obsérvese que la base de la inducción, s = 1 es trivial y para s = 2 es inmediato 
del Teorema anterior). m 


Lema 21 Si ur (t) = p(t) es irreducible y dim(V) = n, entonces 
V = Qer (2). 
i=1 
Demostración. Sea V € VX (0) , entonces (0) S £r (U) < V, por lo que 
T 


14 ra (0) | url) =pl). 


Así que p (t) = Mr (t) = ET, (t) (Teorema 113). 
Ahora, 


dim (£r (v)) = grad (p(t)). 
Si £r (v) S V, tomemos V € VA £r (0) , entonces 
£r (V) + £r (W) = £r (0) B Lr (1), 


pues si 0 4 W € Lr (0) N £r (01), entonces £r (0) , Lr (0) , £y (5) serían todos de 
dimensión grad(p (t)) y como £r (W) C £r (0), £r (W) C £r (V1), entonces 


£r (1) = r (W) = r (v) „vV(ů © V\£r (0). 


o 
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Si £r (v) O £r (W) S V, tomemos Vz € VY (£r (v) B £r (V1)), entonces 


(Er (0) O £r (4)) + £r (0) = (£r (0) O Lr (01)) O £r (%) 


pues si 0 4% € (Lr (V) O Lr (0,)) N £y (T2) , entonces Lr (W) = £r (0) , y entonces 
Vs € Ly” (0%) < £r (V) £r (0) V. 


Continuando de esta manera encontramos una sucesión de subespacios 
£r (v) „£r (7) „£r (02) Moa £r (8-1) 


tales gue 
£r (V) B £r (1) B £r (H)B.. AB £r (0-1) = V 


(La sucesión termina pues dim (V) = n < 00). 
Además 


dim (V) = s- grad (p (t)), 
es decir que grad(p (t)) | dim (V). m 


10.2. La matriz compañera de un polinomio 
Definición 114 Sea 


f(E) = ao + at + azt? +... + anat Ht 


un polinomio mónico de grado n, definamos la matriz compañera de f como 


00 0 0 —a 
10 00 -a 
-ras 00 -a 

C=]... i i 
0.0 1 0 —a,, 
W404 0 a 


Teorema 123 x, (C;) = +f (t). 


Demostración. Véase la demostración del Teorema 113 m 
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0 0 -1 
Ejemplo 129 1 0 -2 | tiene polinomio característico 
0 1 33 
— (1+426+307+t): 
+ 0 —1 0 0 -1 
det 1 -+ 22 =det | 1+2 t 2 = 
0 1 -3-t 3+t 1 -—3-t 
1 + 2t —t i 2 3 
= -idet g ")= (1+2 +38 +1). 


Ejemplo 130 Como t?+1 es irreducible en R [t], entonces su matriz compañera no 
es diagonalizable, es decir, 

0 -1 

1.0 
no es diagonalizable. 


Por la misma razón, la matriz compañera de 


(P +1) (t-2) (1) =-2 + at 


no es diagonalizable: 


000 0 
100 2 
0 1 0 -1 
001 2 


10.3. Matrices diagonales por bloques 


Teorema 124 Si A= ( 5 A ) entonces ua(t) = [uB (t); polt)]. 


m_ (BY 0 
(7 o) 
para toda m E N y también, 


Vem E F,cmA" = ( SD ) 


Demostración. 
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Entonces para 
FO = co + cit +... + Cmt”, 


tenemos que 


f(A) = col + GA +... H Cm A” 


y que 


Entonces si f(A) = 0, también f (B) = 0 y f (C) = 0. Por lo tanto 


pg (t) | FŒ 


y 
Ho (t) | £(t). 
Por lo tanto, 
[uz (t); no (0) | FO. 
En particular, 
[Ha (t) ; ne ©] | na (0). 


Por otra parte denotemos 


h(t) = [ug (t) ; to (9), 


entonces 
h(t) = ug (t) kı (t), R(t) = ne (t) ka (2), 
entonces 
h(B) = kı (B) ug (B) = 0 
y 


Por lo tanto 


0 0 0 - 0 
(nB o y | \0 0 0 0 
na) = ( 0 A OT 0 Dora 


10.3. MATRICES DIAGONALES POR BLOQUES 
Entonces 
Ha (t) | ht) = [ug (t) ; nc (t)] 


Por lo tanto 


00 4 
Ejemplo 131 A= ( ().8B= 1 0 -8 =( y 
0 1 


5 
El polinomio mínimo para B es: —4 + 8X — 5X? + X?, 
el polinomio mínimo para C es: 3— 4X + X?. 


00400 
1 0 -80 0 
A=ļ|01 500 |; 
00 0 0 -3 
00 0 1 4 


4+8X — 5X? + X?, tiene raíces: 4 2 


Las raíces de 3 — 4X + X?, son f ls 


por lo tanto, 


m.c.m. ({—4+8X — 5X? + X*,3— 4X + X?}) =(X 


así que el polinomio mínimo para A debe ser (X — 1)(X — 2}(X — 3). 


En efecto, 


oo-o00 
=. OOOO 


— 
D 
| 
N 
== 
N 
II 
— 
la y SS 
ocoon.o 
oco.oo 
| 
36 * 
20000 
| 
+ >> 
| 
N 
~ 
a, 
a 
E 
N 
| 
NN Door». 


O nooo 
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00 4 0 0 -3 0 4 0 0 
1.0 -8 0 0 1 -3 -8 0 0 
(A-3)=(| 01 5 0 0 — 3. Id;) = 0 1.2.0.0 
00 0 0 -—3 0 0 0 —3 -3 
00 0 1 4 0 0 0 L 1 
Ahora, 
-1 0 4 0 0 4 4 4 00 
1 —1 -8 0 0 —4 -4 -4 0 0 
0 1 4 0 0 DA” id 0:00 |= 
0 0 0 -1 -3 0 0 0 10 
0 0 0 1 3 0 0 0 01 
000 0 0 —3 0 4 0 0 00000 
000 0 0 1 -3 -8 0 0 00000 
000 0 0 0 1 2 0 0 =|00000 
0 0 0 -1 33 0 0 0 —3 -3 00000 
000 1 3 0 0 0 1 1 00000 


10.4. El p-zoclo 
Definición 115 Sea V 2 V un operador lineal en un espacio vectorial de dimen- 
sión finita, sea p (t) € F [t], un polinomio irreducible, entonces 


p= zoc(V) =: Ker(p(T)). 


Observación 87 p—zoc(V) < V. 
T 


Demostración. Esto se sigue de que T y p (T) conmutan (ver el Teorema 108). 
u 


Lema 22 Sea 1W,)aex, una familia en , kö v] tal que 


Sw, = Qv., 


acX acX 


entonces 


D— zoc W.)= © (p— zoc(W,)). 


10.4. EL P-ZOCLO 


Demostración. Primero, 


Y 
X, p-zoc(W,)C X (W), 

aeXW8) acX\{8} 

por lo que 
p— zoc( 4D {p — zoc(W,)}) E W, A y (W,) = (0) 

m aEXM8) 
y por lo tanto 

py — zocí = © — zocí 

acX aEX 
©) 

VEp— zoc(DW,) D=Da, +... + Ua, CON Ba, € Wa, 
acX 
y > 
0 = p(T)(0) = p(T) (Ña) +... + p(T)](Da,) € 
E Y W, = Wa = p(T(0a,) =0=> 
acX acX 
> Da, E€ p— zoc(Wa,) > U € py — zoc(W.) = Pre — zoc(W, ). 
acX aEX 
2) 
VE Er — zoc(W,) > U = Wa, +... + Wa, CON Wa, E p— zoc(Wa,) > 
acX 
> PT) (a) = 0> 
= p(T)(5)=0= 
> 0 € Ker(p(T)) y € pwr. > 
acX 
>0E€p- zo (QQ Ww,). 
acX 


921 
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Teorema 125 Sea V = £7(4%)) y pult) =: ur (t), sea y = h(T)(%) con h (t) € F [t]. 
(i. e. y € Lr({z})), entonces 


AE) = Pm gy) ©) = MORIO 


Demostración. 


Por lo tanto, 


< 


(m) <r 


entonces 
a E p(t) 
EOD E Ke (o) P 
y 
(ar) (Teram) = Úcr(to)); 
por lo gue (© 
A H 
ANTONIO) 
Ahora, o 
0 = 1 (Dg) = AT) AT) E)) = (Alt) - RONTE) 
por lo que 
z € Ker((A(T) - h(T)) <r V 
y entonces 
V = £r(13)) € Ker(ju(t) - h(t))(T) 
con lo gue 
ORAT) =. 
Entonces 


ple) | AORE) 
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y por lo tanto 


pero 


por lo tanto 


Finalmente concluímos que 


Ejemplo 132 De que si V = £r (X), con polinomio mínimo, entonces para cualquier 
otro polinomio h(t), tenemos que 


r(t 
ORIO 


Tomemos el polinomio 


cuya matriz compañera es 


0 0 0 -2 
100 1 
A 010 0 
0 01 2 
Entonces 

R“ = £r (e1). 

Estamos tomando 
T:R R“ 


(T*+T+1. Id) (8) = 
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000-2 000-2 
1001 100 1 E 
A dl E OS 
001 2 001 2 
1 0 -2 -6 1 
L a; "8 AA, E. 
=| 111 1 |= 1 
01 3 7 0 


Lo que debemos esperar es que este vector genere un espacio T'-cíchco tal que la 
restricción de T a este subespacio tenga polinomio mínimo (t— 1) (t— 2), veamos 
que en efecto es así: 


1 1 1 1 
delo 1 1 lod e 
£r 1 =£ 1 , A 1 , A 1 > = 
0 0 0 0 
y 
0 0 0 -2 0 —2 
|100 1 T) [1 
{010 0 1] 1 
001 2 1 3 
Ahora, 
1 0 —2 
1 1 1 
1] (|1 1 
0 1 3 


ya es un conjunto linealmente dependiente. Expresemos el tercer vector como combi- 
nación lineal de los anteriores, resolviendo el sistema con matriz 


1 


EF O 


obtenemos 


© © F 
SO" © 
oO ow 
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Así que 


1 
redi |) =-2|! 
0 0 


por lo tanto el polinomio mínimo correspondiente es 


) +37 ( 


OFF- 
== 


P-3t+2=(t- 1) (t-2). 
Lema 23 Sea 
V = £r (2) 


pup(t) = p" (t) 


con p(t) € F [T] irreducible y mónico. Entonces 
p — zoc(V) = { (p™=* (t) - a (t)) (T) (z) | (a (1) ; p(t)) = 


Demostración. 2) Obvio. 


C) 
y € (p — zoc(V)) 40) = (p— zoc (£742))) W0) > 
>j=h(T)(z) p. a. h(t) € Fl] 
y s 
p(T)(y) = 0. 
Así 


3 


Hrena © | PE) 
(por definición), y entonces 
Hepa (P) = PC). 


Pero por el Teorema anterior: 


= mA _ ® 
Peram © = Tr Oh) r OAO) 
por lo que 
(u (t); h (6))) = p= (e), 
entonces 
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con (p(t); a(t)) = 1. 
Finalmente se concluye que 


y E { (PE) -a (6) (T) (z) | (a(t);p(t)) =1) 
u 
Lema 24 Sea V = £r (T) , ur(t) = p(t) con p(t) € F [T] irreducible y mónico y 
JEV (0). Entonces 
p — zoc (V) = p — z0c((£r (9))). 


Demostración. 2) Obvio. 
C) El Lema anterior garantiza que, 


z € p- zoe(V) © Z = pP UT )a(T)(5) 


con (p;q) = 1. 
Ahora sea 
0# y = h(T)(2) 
h(t) = p™(t)g(t) 
y 
(g(t); pt))=1 
entonces 
g t k=m 
Teram (©) = ár =p" "(t) 
© € p — zoc(£r(19)) © 0 =p" (T)r (T) (y) 
(r(t);p(t))=1 
ASÍ gue 


p- zoc(©r(17)) = PATADA (9)| (r(t);p(t)=1)= 
= (p"7"7"(T)r (T) (p""(T)9(T)(2)) | (r(t);p(t) = 1) = 
= {p (T) (T) (4(T)(2)) | (r(t);p(t)) =1). 


Ahora, como 
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y 
entonces 


Por lo tanto 


p- zoc(£&r({7}) = ip" "(T)r (T) ME) | (r(t);p(t)) =1) 
Ahora, si 
Z € p— zoc(£r(4z)), 
entonces 
z = p" "(T)a(T)(z) 
con (p;g) =1. 
Sea 1 = ap + Pg, entonces 


a=qx1=qx(0p+ Pg) = aqp + Bga, 


por lo que 
Z = př UD) (Mi) = p(T) o (aqp + Bgq) (T) (z) = 
= př(T) (aq) (T) (z) + ("~ 8gq) (T) (z) = 
= 0+ [(0* Bag) (T)] (z) = [(9*"Bag) (T)] (2), 
y (Ba;p) =1. 
Entonces 
z € p- zoc(£r(1y)). 

Así gue 

z € p— zoc (©r((3))) C p— zoc(£r({5}) 
u 


Teorema 126 Si dim (V) = n, T € Hom(V,V) y ur(t) = přít) con pít) € Fit] 
irreducible y mónico, entonces 


V = Berte) 
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Demostración. Por inducción sobre k. 
La base se demostró anteriormente como un lema. 
Considérese el diagrama conmutativo 


V z V 
pT) V) ZL p(T) (v) 
př (T) (p(T)(V)) = {0}, 
con lo que, 


k— 
O 
y por lo tanto 
Hero) (E) = P 
con /<k-— 1. 
Por hipótesis de inducción 


s 


PTV) = Perda») 


i=1 


FORMAS CANÓNICAS 


con Ji € p(T)(V)\{0}, pero si y, € p(T)(V) entonces 7; = p(T)(3;), 2,40. 


Demostraremos primero que 


s s 


X (ertz)) = Dler(tz))). 


1=1 i=1 


z € £r(i2ij)n > Pra) > 2=h(T)(2) = 
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> p(T) (2) € Sr) 0) era) = 10) > 
sh 


> Lor )) N > sry) = (0) > 


j=1 


jżi 

> hi(T) (ji) = p(T)(2) = 0 > 
> p” (t) = Une anp © u(t) > 

> p™ (t) = Arenas © E) 


para alguna a; > 0 
> p(t) | hi(t). 


Con un razonamiento análogo, p(t) | h;(t) para j =1,...,s . Sea 


Entonces como 


tenemos que: 


jżi 
= (P(T) o (1) E) = Y (A(T) op(T)) (č) = 
P 
ADE) = DO (h1(T)) (G) € erah E erda) = (0). 
Ja +A 


Es decir Z = 0 y por lo tanto 


NI E) 


i=1 i=1 
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Ahora, p—zoc(p(T)(V)) C p—zoc(V) y p—zoc(V) satisface la base de la inducción 
ya que su polinomio mínimo es p(t). Entonces p—zoc(V) = p—zoc(p(T)(V)) BK 
(con K <p V yes por lo tanto suma de T—cíclicos). 

Veamos que 


AEE) K = (0). 


i=1 


je (Berem n x) = 


1=1 


>g €p- zoc(V)N (Bere) = 


s 


= p- zoc(ED(£r(f2;)))) = 


1=1 


= Bo — zoc(£r((2,)))) = 


= poe — zoc(£r({7:}))) 


Por lo tanto, 
7 € (p — z0c(p(T)(V)) N K = {0}. 


Por último demostraremos que 


r 


(y por lo tanto V = (®(£r({z:}))). 


i= 


ve V=>pT)]0) e B£Lr((3)) > 


1Por el Teorema anterior. 
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con 
y k € K entonces 


Por lo tanto 


Definición 116 Si A € Mpx, (F), y B € Mnxs (F), la concatenación de A y B 
es la matriz (A | B) € Mn r+s que se obtiene agregando a A las columnas de B. 


Explicitamente, (A | B); ; = f a SIS 


jor sij>r 


Ejemplo 133 Consideremos el polinomio en R [1], x? +1 = p(x), cuya matriz com- 


pañera es 
0 -1 
6 : )=4 


2 = 
(£x? +1) = zt + 22? +1, cuya matriz compañera es: 


0 0 0 -1 
100 0 
01 0—2] ` B 
001 0 
y (x? + De, cuya matriz compañera es: 
0 0 0 0 0 -1 
10000 0 
0 1 0 0 0 —3 
00100 0 > 
0 0 0 1 0 33 
00001 0 
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Formemos la matriz 


0 -1 
TER o 0 


0 0 0 -1 
100 0 
y 0 1 0 22 Q 
001 0 
Br 00000 -1 
100000 
0100053 
9 y 00 100 0 
0001053 
00001 0 
Por construcción, el polinomio mínimo para esta matriz es (x? + 1 
Desde luego aquí ya tenemos expresado 
R" = 2 (4) D rta) D rte), 
pero queremos ilustrar como funciona el argumento inductivo.? 
Sea 
T:R? 2% R? 
(1? +1) (D) = (10.1) 
0-1000 000000 0 \’ 
1 0 000 0 00000 0 
0 0 000-100000 0 
0 0 100 0 000000 
0 0 010-200000 0 
m2 0 0 001 0 000000 , 
APV l 1000. A 41 la 
0 0 000 0 100000 
0 0 000 0 01000 —3 
0 0 000 0 00100 0 
0 0 000 0 00010 —3 
0 0 000 0 000010 


2Escojo deliberadamente este ejemplo, en que la descomposición está a la vista, precisamente 
para que sea claro. 
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—2 


0 


0 0001 


0000 0 


Notemos ahora que p(T) (R!) está generado por 


č) 


> 


(Observar que las dos primeras columnas de la matriz son O y corresponden a p(T)( 


y p(T)(e). Además 


0 
0 


0 
0 


0 0000 
0 0000 


0000 0 


0000 0 


0 -10000 0 


0001 


0 


0 0 101 


0000 0 


0 


0 0001 


0000 0 
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tiene rango 6, su transpuesta es 


O OQ OG OO O O O 1 © 


OOo O © 


© 


© 


— 


oo 


oo 


Reduciendo y escalonando: 


0010100000050 
0001010000050 
0000001010050 
000000010100 
0000000010150 
000000000101 
0000000000050 
0000000000050 
0000000000050 
0000000000050 
0000000000050 
0000000000050 
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su transpuesta es 


000000000000 
000000000000 
100000000000 
010000000000 
100000000000 
010000000000 
001000000000 
000100000000 
001010000000 
000101000000 
000010000000 
000001000000 


y= i 
es una base para p (T) (V). 


Por lo tanto 


ooooooooono- 
= OOoOOoOooooo -o -o 
= 
IO 
+ OOOOOoOOoOO -Oo -oo 
S oooocooononooo 
IO 
S A S SO © © ooo 
= o = 
o s byl OOm-OoO-Jooooooco 
i => E 
~ = A AS 
IS = e 
a L S —————— 
mj a = 
© = ooooooo oo 
+ F $ (SA 
¡$ č K OOoOooooooooo-> - 
a E > 
Ny = S ooooooooooSo -o 
E S = 
6 a IS S 20:0:0:0:0: 0:90 0:10:90 
IO 
S + oooocooocoon-ooo 
IS S vy 
+ ad 8 Ooooooo -moooc 
y E S 
= 
Ia S + so 275095520585 
15 S S 
ŽE = OoOoooo-oooooo 
NY oooor=ooooooo 
ooornoooooooo 
ql 
| 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


Ahora, la matriz de 


respecto a la base 
se obtiene así: 
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-1 000 0 


0 00 0 


-1 000 0 
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Ahora quisiéramos expresar cada columna de la matriz de la derecha como com- 


binación lineal de la base y. Concatenando las siguientes matrices 


100000 


100000 


000101 


0 


000001 


obtenemos: 


0 000 0 
0 000 0 
-1 0 00 0 


0000000 
0000000 
1000000 


-1 000 0 


1000000 
010000 1 


0 000 0 


0001000 0 1000 


0010100 
0001010 


—3 


0 010 


0 


0 


0 001 


0000010 
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escalonándola y reduciéndola obtenemos: 


1000000-1000 0 
0100001 0 0000 
00 10000 0 000-1 
0001000 0 1000 
0000100. 0 010-2 
0000010 0 0010 
0000000 0 0000 
0000000 0 0000 
0000000 0 0000 
0000000 0 0000 
0000000 0 0000 
0000000 0 0000 


De las 6 últimas columnas y eliminando los 6 últimos renglones , obtenemos 


0 -1000 0 
1 0 0000 
0 0 000 -1 
0 0 100.0 
0 0 01022 
0 0 001 0 
que es la matriz de 
Dol irv) 
ADV) p(T) (V) 


respecto de la base y.. 

Hemos reducido el problema original, para una matriz de 16 x 16 a una matriz 
de 6 x 6. 

Notemos además que el polinomio mínimo de , 


0-10 00 0 

1 0 0000 

0 0 000-1 
Es 0 0 1000 : 

0 0 01022 

0 0 001 0 


es 


10.4. EL P-ZOCLO 


Es claro del diagrama 


pT (v) E pm) (v) 
dy = by 
P 
Rê Rê 
y de 
RS = Lr({&}) O Lr(t(8))) 
que * 


p(T) (V) = £r (0, (&)) £r (07? (č3)) = £r (ča + 65) ir (87 + eg). 


Ahora 


€3 + €5 E p(T) (V) => 83 +8 = p (T) (21) : 


resolvamos 


0—1 000 0 00000 0 0 
1 0 000 0 000000 0 
0 0 000-100000 0 1 
0 0 100 0 00000 0 0 
0 0 010-200000 0 1 
0 0 001000000 0 Zes za MEL 
0 0 000 0 00000 -i (Es 0 
0 0 000 0 100000 0 
0 0 000 0 010005 0 
0 0 000 0 001000 0 
0 0 000 0 000105 0 
0 0 000 0 000010 0 


3Recuerde que y =: [ez + es, €4 + €6, €7 + e9, €g + €10, €9 + €11, €10 + €12} 


CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS 


340 


reduzcamos y escalonemos la matriz aumentada, 


0 
0 


-1 0 0 0 


0 
1 


0 000 


0o 0 000 


0 


0 
—2 00000 


100 


0 


0 


0 0 010 


0 
0 
0 
0 


0. 0 000 
0o 0 000 
0 0 000 
0 0 000 


0 


—3 


01000 


0 


0 0 000 0 000010 


0 
0 
0 
-1 
0 
-1 
0 2 
0 
0 
0 
0 
0 


100000000000 
010000000000 
001000000000 
000100000000 
000010000000 
000001000000 
000000100000 
000000010000 
000000001000 
000000000100 
000000000010 
000000000001 
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por lo tanto 


O OOOO OOGO 
AAA 5 A a 


a 
OOT O m Oo © © o © © c 
> E a 


Así 


—€4 — €6- 


Ti = 


Resolvamos ahora 


S © SS: Oro © © 


OOOOO O O O O © ©- 
OOOOO O O O O Or Oo 
OD O ODT O O O Oo O 1 o © 
OOOO O O O O M © © = 
OOOO O O O n o © © 
© OOo O OVO O 
OOOO rm O Oo Oo © © © © 
OOoOOrT1 Oo Oo o © © © © a 
— 

| 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


ooo 
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, reduciendo y es- 


OOOOO O m Oo = o o ae 
= 
OOOO O O © © © © ©- 
OOOO O O © © © © m © 
OOOOO O O O © rm o © 
OOOOO O O O m1 o © © 
OOOO O O © m © © ©- 
= N 

OOOO O m © © © © >- 
OOOO rm © © © © © >- 
ooo O Oo © © © © © 
hm 

| ocoo0o00o00o00o0000000 
Omo © © © © © © © © 


Concatenando: 


calonando: 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
—2 
0 
-3 
0 
-1 


100000000000 
010000000000 
001000000000 
000100000000 
000010000000 
000001000000 
000000100000 
000000010000 
000000001000 
000000000100 
000000000010 
000000000001 


Por lo tanto, 


OOOOO O O O O Or o 


e Le kole is -ko < E 
m 
| 


E C 
OOOOO O O O rr o © © 


—————————- 
OOOO O O rm O m Oo © © 
> AS 
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p=zoc(V). 


€12, 


Ker(V)). 


3(€10) 


263 


(2r a) B £r (23) QK. 


p=zoc(V) 


Tag = 


(K Br- zoc (T) (V) 


V=R"“ 


Por lo tanto 
Resolvamos 


10.4. EL P-ZOCLO 
Así, 


funciona. 


> = "—"——————, 


OOOO O O © © © © ©- 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

1010 -3 0 

0 0101 
0 0010 
0 0001 


-1 0000 
0 


0 


0000 0 
0000 0 
0000 0 
0000 0 


0001 


Z 


7 
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4 


la solución es : 


ta (E4 + 66) + ts (87 + 229 + E11) + te (Es + 2810 + 812) = 


t1€1 + t282 + t3 (E3 + 65) 


se obtiene 


— 
oc200o00o0o000 | 
oOOoOOoOOoo Oo © 
oOOoOOoOOoO Oo Oo © 
oOOoOooo o Oo © 
OOOOOO-= 
OOOnT O- Oo 
0010 o © 
20000000 
oOOoOoOoOoo o © 


4Si se reduce y escalona 


= 

oocofoffíoasoooos 
ooTofoscooooo 
oooooroooooo 

Ooom-oooocooo 
Ooom-oooooooco 
oonooosoooooo 

= 
oToooooooooco 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


o0rn0000000000 
MO OOOO O O Oo Oo O 
OOOOO O O Oo Oo S >- 
OOOOO O O Oo O C C -> 
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+ 


A 
A 
S COLO DT Or Oo o © © © © 
A A 


+ 


>>- -= >žŘ ad 
ooo r o o o © © © © O 


-_ _  __— g [€ RE é M HH 
AS 
„S 
+ 
O 
08 EE E O OE EI AR 


OS SN Om STO DD 
PRÁÁAA a 


+ 


ZZ — — 
ooo Oo o o © © © © © 


R A 
M 3 5 
„S 
+ 
¿<= o 
o 5? 000000 © © © E a, 
> TA a 
N 
+ 
+ 
o AN 


„Mo O O O o o © o © ©- 
A SA 
= 
+ 
I 


===.—————Í 


O OOoOoOoo O O O S © C 
S 


+ 
M M Iď( CCGiEi ii 


OOOoOOO O O O Or o © 
o A 
N 
+ 
A 


OOOOO O On o © © 


OOOO O O O © © © m © 
a 
+ 


Sp ________—=— 
OOOOO O O Om ooo 


Ta, 
N 
+ 
A 
OOOO O Om o o © © © 


> SA 
Maur 
„S 
+ 
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Así que 


¡€_EEIqOA Ť RŠ ŽňŽŤŽŤÍŤÍÍ MX, 
Aan 
OOOOO O O m ON OC -> 
es 


ga 
OOoOooSoO Om ONO -© 
> nn 


ga 
OOOnmT Om o o o o ©- 
A n še | 


——————— 
O Om O rm o o o o © © 
n a 


ŤŤ 7 
Omo Oo © © © © © o © E a 
AnS 


A 
„Mo OO O o © o o © ©- 
"m O a 
a —— 


es una base para p—zoc(V) (observemos que tiene dimensión 6). 


Algunos vectores de esta base pertenecen a p(T) (V), podemos ver cuáles, resol- 


viendo la ecuación 


0000. 0 0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


0 
0 


0 
-1 0 000 0 


0 


0 
-1 
0 


0000 


0000 0 


0000 


0000 0 


0010 


0001 


0000 0 
-1 0 000 0 


0 
0 


0001 


1 0 0 0 -1 


0 


0000 


1010 -3 0 


0 


0 


0000 
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OOOOO O On ONO => 
A SS 


aaa 
OOOOO O dr oN omo 
y ES a 


gs 
OOO rm O rm Oo © o © © © 
Annan Í 
—————- 
O Or Or o o © o © © © 
A A CŠ 


Aan 
DO O "O" O 0:10:09 
R 


Z  —- .m.z- 
„MOO O O O Oo © © © © © 


[  _ s 
a pr 


Ta 
I 


Así, somos conducidos al problema de ver cuáles combinaciones lineales de las colum- 


nas de la matriz abajo a la izguierda, son combinaciones lineales de las columnas de 


la matriz abajo a la derecha. 


100000 
010000 
00 1000 
000100 
00 1000 
000100 
000010 
000001 
000020 
000002 
000010 
000001 


— 
— 
OOOOO O O O © m Oo- 
OOOOO O O © rm Oo r o 
OOOOO O O m Or o © 
OOOOO O nm Oo rm o © © 
T — 
— — 
ooo? O m Oo o © © © 
ooo ?- or Oo o Oo © © © © 
OOoOoOO O Oo o © © © © © 
OOOO O © © © © © >- 
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este problema es equivalente al de encontrar las soluciones del sistema homogéneo 


cuya matriz se obtiene concatenando las dos matrices anteriores: 


OOOOO O O m OWN O- 
OOOOO O m OWN O m- © 
OOOrT1 Or Oo Oo © © © © 
ooo nor Oo o o © © © © 
Om Oo © © © © © © > >- 
MOO O O © © © © © > -> 
t 
— 
OOOOO O O O O m Or 
OOOOO O O O 1 © m © 
OOOOO O O m Oo m o © 
OOOOO O m Oo A o o 
— — 
— — 
ooo rm Or o o © © © © 
OOmT Om Oo © © © © -> 
OOOO O O © © © © © 
OOOO O O © © © © © 


escalonando y reduciendo: 


OO O 40 10 OOo O 
OOm OT O O o © © © Ga am) 
Or- E o o o © © © © > 
„MO OO O O Oo © © © © 
OOOoOO O O O m o © © © 
© Oo K VO NO "O O 
OOOO O n Oo © © © >- 
oOoOooOO rm o o o © © © © 
ooo? Oo Oo © © © S ©- 
OOmTO O O Oo © © © o > 
5739555930995 
Tess Sos ec 
Om- oo o o © © © © © G o 
MOO O O Oo © © © © >- 
OOOO O O Oo © © © ©- 
OOOoOO O O Oo Oo © © o GE es 
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De aquí vemos que la primera, y la segunda columnas de 


100000 
0100500 
0010050 
000100 
001000 
000100 
000010 
000001 
000020 
0 00002 
000010 
000001 
no están en p(T)(V), es decir 
1 1 0 
0 0 1 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
Srl y |=£ ollo =K. 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 


Por lo tanto 
R" = £r (7) D £r (7) P £r (a), 
donde 


TS -8 C6yT3 = 263 3610 612. 


Ahora, 
dim £r (Z1) = grad (Hrer) (t)) = grad (p (t) * Hrer) (0) = 2+2=4 


dim £r (23) = grad (p (t) * Urien) (t)) =2+4=6 
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dim £r (4,1) = grad (Hrjerte) (t)) = grad (p (t)) = 2, 
Note, que en efecto, 
4+6+2=12.8M 


Proposición 20 T : V = V lineal con (Ts, (3),t) = přít) (P(t) € F [t] irre- 
ducible) > [h(T)p""(T)(z) | (p; h) = 1} = 19(T)p""(T)(z)| g € FH) 


Demostración. C) Obvio. 
>) Si p (t) | g(t) entonces 


IT) UT) = Ô € (h(T)p""(T)(z) | (p;h) = 1). 


Si p(t) 4 g(t) entonces la pertenencia es clara. m 


10.5. Sumandos cíclicos 


Observación 88 Si dim(V) = n y ur(t) = př con p € Fft/ irreducible y T € 
Hom(V, V) entonces el número m de sumandos en la descomposición de V en su- 
bespacios T'— cíclicos es 


grad(p(T)) 
. > dl = — n—rango(p(T)) 
Esto es, si V = D£r((3:)), entonces m = y 


Demostración. Sea i € (I,..., m}y 


UT lerqz pt) =P), 1<r<k, 


p=zoc(£r((3,))) = (p" "(T)oh(T)(z;) | (p;h) =1) = 
= {g(T)p (T) (z:) | g € F H} = rr Dl), 
entonces 
l HT|£&r{2:} (t) | p(t) 


( y por lo tanto son iguales), entonces 


dim(p — zoc(£r((5,))) = grad(plt)). 
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Además, ya que 


m 


p— z0c(V) = B (p zoc(©r((z;)))), 


se tiene 
dim(p — zoc(V)) = m- grad(p(t)), 
y por lo tanto 
_ dim(p— zoc(V))  dim(Ker(p(T))) _ dim (V) — (rango(p (T)) 
grad(p(t)) grad(p(t)) grad(p(t)) 


m 


10.6. Espacios cociente 


Definición 117 Sea W < V definimos Z enV porri=ysir—yeW. 


IIS 


Observación 89 = es una relación de equivalencia en pV. 


Demostración. Reflexividad) Vf € W, 1— f= T W, 
Simetría) Y — y € W > — (Z-Y) = (y -— E) € W. 
Transitividad) 


Definición 118 V/W es el conjunto de clases de equivalencia 
V/W = {ix Ize v) ; 


Observación 90 


¿=U+W0,p. a. ue W)=U+W. 


(iw =(7| 2-0 e W)=(2 


Teorema 127 i 
U/W x VJW = VJW 
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> 


+ [to] w = [1 + Wow está bien definida 
a 


definida por [+] w 
definición [7] w + l w no depende del representante de [7] : 


w 
Demostración. L 


„W e DA AN PON VA 
(13) (2, = +w) > (4, +y=2+0+y) (n+75ř+9). 
Análogamente, [2]w + [Y]w no depende del representante de [/]w. m 


Teorema 128 (vw, F, [0] 9 es un grupo conmutativo. 


Demostración. Se deja como ejercicio. M 


Ejercicio 230 Demostrar el Teorema anterior. 
Definición 119 Definimos F x V/W 2, V/W por c ô [iw =: [cow . 


Observación 91 ô no depende del representante de [V] 


E 


wW, 


Demostración. Supongamos que Y = V1, como 


W, o M 


US0=U+0, w eW, 


V 


entonces 
CU] =cV+cWEW 
„+ W, 
CU = CU 
u 


Teorema 129 V/W es un espacio vectorial sobre F, con las operaciones anteriores. 
Demostración. Ejercicio. M 
Ejercicio 231 Demuestre el Teorema anterior. 
Observación 92 
v 2, VW 
Uv — V+W 


es una función lineal suprayectiva con núcleo W. 
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Demostración. Es claro que p respeta la suma. 
Además, 


p(cu) = cv +W = cô (7+ W) 


pues cô [0]w = [ci]w. 


Ker(p) = (olo+w=0+w) 


Es claro que p es suprayectiva. I 

Corolario 28 Sea W < V yp: V > V/W, Entonces 
1. dim(V) = nul(p)+ rango(p(V)) = dim(W) + dim(V/W) 
2. dim(V/W) = dim(V) — dim(W) 

Observación 93 Consideremos 


V >> V/W 


lineal 


Ü => +w 
sp W, y BUy > V, entonces p(y) z V/W. 


Demostración. p(y) genera V/W : 
Sea Y € V/W, como 7 € £(8) © £ (y), entonces 


Z = E, + y, con Tı E L(B), hesly), 


así que p (x) =p(ď)+p(“) = p (y;)- 


n p8) € p(£(y)) = £(p(y))- 
V/W =p (V) € spin) =p(£(y)) S p (V). 
V/W = p(£(7)). 
plyjes l. i. en V/W : 
Supongamos que ar (pya) +... + ar (Pik) = 0, J Ey. 


354 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS 


Como a1 (pi) +... + ax (py) = platí +... + akYk) , tenemos que 


ayi +... + ar EWN£(y)=2£(8n£(y). 


Como £(8)N£ (y) = (0) , entonces aĵi +...+apijk = 0. Pero como 7 es linealmente 
independiente, 
a =... = 04 =0. 


Observación 94 Si pV E V es lineal y W < V entonces 
T 


yw E vw 
V+W = T(0+W 
es lineal y está bien definida. 


Demostración. Veamos que eT está bien definida: 


T=, +0 EW >T (0) =T (0) +7 (w) 


w 
con T (w) € W. Por lo que T (v) = T (4). 
Toda vez que hemos visto que la definición de T es buena, es inmediato que T es 
una función lineal: 


T (li +€ w) = T (tu H cu] x)= T (4 + co) = 
=T (ü) + cT (i) = T (tx ) +T (e). 


u 
Podemos hacer un diagrama para representar la situación anterior: 
w im y ? y JW 
[no = T = T 
w —E—= y — vw 
así que 


Top=poT. (10.2) 
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Teorema 130 Sea V —> V un operador lineal en un espacio de dimensión finita 

y W < V. Entonces xp(t) | xp (t). Donde V/W = V/W es tal que V+W 5 
T 

T (0) +W. 


Demostración. Sea G Ú LT V, donde 8 k W, entonces 
ase 


PM 2 VW, 
y observemos gue 
B = m 25 
Buy — PW i 
0 [T] pr) 


Digamos que |8| = k, y que dim(V) = n. Sea y; el j-ésimo elemento de y. 


Entonces la columna k + j—ésima de [Te os [T (H): 
Por otra parte, la j—ésima columna de [T] es 


po) ITW biye 
Si 
T) = 0+ X an, 
1 
con w € W, y = (4%, ..., Yn-k} , entonces 


T(ý+W) = Tj) =poT (4) = 


= p (+ Sani) = ap (4). 
7 


l 


Ck+1 
Ck+2 
Por lo que la j— ésima columna de [T] ls es : , en tanto que la k+ j -ésima 
Cn—1 
Cn 
* 
columna de TIE es d . E 
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Podemos observar que el siguiente diagrama conmuta: 


W inc V T V/W 


Teorema 131 Sea V —> V un operador lineal en un espacio de dimensión finita y 


W <V. Denotemos T : VJW — V/W al operador tal que 0+ W > T (0) + W. Si 

T 
T es diagonalizable, entonces T también es diagonalizable. 

Demostración. Es una consecuencia del Teorema 130 que W (T) =Î: V/W — 
V/W. Así que uş (t) | ur (t). Así que si ur (t) es un producto de factores de grado 
uno distintos, entonces sucede lo mismo a uy (t). m 

Podemos juntar el Teorema anterior con el Teorema 115: 

Teorema 132 Si W < V, yT : V — V es diagonalizable, dim(V) = n < oo, 
T 
entonces Ty : W W y T : V/W — V/W son diagonalizables. 


_ El Teorema anterior puede sugerir la siguiente pregunta, ¿ si Tw : W => W y 
T : V/W — V/W son diagonalizables, necesariamente T será diagonalizable? 


1 2 
01 


0) 


Ejemplo 134 Sea V = R? y T = ( ) <: R? — R?. Tomemos 
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Es claro que Ty = Idw, que es diagonalizable. 
Por otra parte, 


T: V/W — V/W 


está determinado por T (( a ) + w) , dado que K( : ) + w) es una base para 


el espacio V/W, que es de dimensión uno. 


(eya 


Ya que 


Ao) A 


Así pues, T : VJW — V/W es la identidad en V/W, por lo que es diagonalizable. 
Sin embargo, T : R? — R? no es diagonalizable, pues su polinomio mínimo es 
(=D 


10.7. Forma canónica racional 
Definición 120 Si T : V — V tiene polinomio mínimo p*(t) con p € F |t] irre- 
ducible y mónico, 


m 


V = Berta), B;=12,T(24),...) o Sriz)), 


1=1 


entonces 
m 
p= Üp > V 
i=1 base 


se llama una base canónica racional para V respecto de T'. 
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Supóngase que el polinomio mínimo de T restringido a £y(2;) es p™ (t). Así, si 


přilt) = bot +bit+...4 RIA + a(o") 
entonces 
p" (T) (z) = 0, 
Por lo que 
(penal) (E) = —bp2; — biT (2) — ...— body T iM z)), 


así, se tiene gue 


0 0- 0 0 b 
ir 00 b 
Dik 55 0O b 
Bi : 
Merry = ze) 
0 . 10 bgrad(p"3)-2 
pre 01 


grad (p""j ) -1 


es la matriz compañera de p""i (T") y se le llama "blogue racional”. 


Así 


3 


0 0 0 0 
B 
[Tiertalg, o be Ak: 
0 ---- 0 0-0 
0 --- 0 0-0 
b: . : 
[Té = [Terta»)] B, : 
f 0 0 0- 0 
0 0 0. 0 
i T : Bm 
; Gs : : E s [ leram)” 
0 --- 0 0- 0 


Cuando [mé está descrita en esta forma se dice que está descrita en su forma canónica 
racional. 
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10.7.1. Diagrama de puntos 


Teorema 133 SiT : V — V es lineal con ur (t) = p*(t) con p irreducible entonces, 
Cs(V), el número de sumandos con polinomio mínimo p*(t) en 


V = BO (£r((z))) 


i=1 


1 
~ grad p(t) 


Demostración. Recordar que si 


. [dim (p"(T)(V)) — 2dim (p*(T)(V)) + dim (p*"(T)(V))] e 


= Pte (ap) 


y Ji = p(T)(z;) entonces 


V= (e dz} JICH 


donde 
p- z00(V) = p— zoc (p(T) (V)) K, 
y l 
Po (dy). 
Además? 


(0) 


5Por cada vector y; escribamos una columna de la siguiente forma 


A t) = p(t) - Um, 


l£ T (95) 


"1% y? 9, 


Y1,Y2, Y donde el número de puntos en la columna “j” es “s” si AO = p*(t). Este se 


llama un "diagrama de puntos para p(T)(V)". Agregando un punto por cada 21..., ©, y luego un 
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Denotemos por C,(V) al número de columnas con s puntos (esto es, el número de 
sumandos con polinomio mínimo p*(t), en la descomposición 


V = (ra) A Dre) B (ero) B.. B era) 


Es claro gue 

C,(V) = C, (P(T)(V)) = Cs +(P*(T)(V)) =... = G(P""(T)(V)) 
Ahora, 

dim (p— zoc (p (T) (V))) + dim (K) = 
= dim (p— zoc (p (T) (V))) +1- grad (p(T)) 
Asíé: 
_ dim(K) _ dim(p— zoc(V)) — dim((p— zoc(p(T)(V)))) 
grad(p(T)) grad(p(T)) 


l 
punto por cada sumando en V = ©B £r({w;}), es decir, otros l puntos obtenemos 
i=1 


Ci(V) =1 


Este se llama el "diagrama de puntos” para V . 
êp — zoc (p (T) (V)) = p (T) (V) A (Ker (p (T))) . Ahora, de 
PTV) P(T)pem PO) 
vemos que Ker (» (T) pery) = p(T) (V) N (Ker (p(T))). Así que 
Nul (p Tr) + rango (p? (T)) = rango (p (T)) 


Nul (p Dr) = rango (p (T)) — rango (p? (T)) 
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<- i 
© grad (p (T)) 


1 ; 5 m 
= GTN [dim(V) — rango(p(T)) — ( rango(p(T)) — rango(p*(T)))| = 


- [dim (Ker (p (T))) — (rango (p (T)) — rango (p? (T)))] = 


1 
© grad(p(T)) 


Por lo tanto 


. [dim (V) — 2 - rango (p (T)) + rango (p? (7))| . 


C1p""(T)(V)) = 


———|dim(p*-'(T)(V)) — 2dim(p'(7)(V)) + dm(p (2) (V)] = 


— grad (p (T)) 
= C,(V). 


u 
Observación 95 C,(V) también es el número de bloques de tamaño 
[s - grad (p (t))] x [s - grad (p (t))] 
en la forma canónica racional (los bloques que son la matriz compañera de p*(t). 


Ejemplo 135 Calcular la forma canónica racional de 


0-15 33 
1 0 0 -1 
A= 0.0 32 € Mix. (R). 
0 0 5 33 
Solución. 
A (ē&) = ©, y Až (e,) = —ě1. Por lo tanto t? + 1 es el polinomio mínimo para ©. 
Ahora, 
0 —1 5 33 5 0 
1 0 0 -1 O 0 
0 0 3 22 PANÍ U E] 
0 0 5 33 5 0 
y 
0 
: = A? (83) = —e3 
0 
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Por lo tanto t? + les el polinomio mínimo para ez. 
Por lo tanto, Rt = £7 (41) B £r (83), ur (t) =" +1 
Forma canónica racional: 


0—10 0 
1 0 0 0 
0 0 0 -1 
001 0 
0 -1 5 = si 0 0 0 
yra e Y a E: 
pi oj 8 20 0 0 -1 0 
0 0 5 -3 0 0 0 -1 


por lo tanto 
rango (4? + 1/d) =0. 


Entonces, 
rango (Id) = 4, rango (4? + 11d) =0. 


Por lo tanto 


Por lo tanto el diagrama de puntos para A es: 


Dos bloques, cada uno de dimensión 2. 


Ejemplo 136 Calcular la forma canónica racional de 


2100 
0210 

002 0 |EV) 
0002 

2100 1 2 
0210 oļ {o0 
0020 ollo 
0002 0 0 
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así que el polinomio mínimo para €, es t— 2 (abreviatura de: t— 2 es el polinomio 
mínimo para Ts (6,)). 


Ahora, 
2100 1 4 
0210 21 |4 
0020 op ol 
0002 0 0 
£r (22) = £ (82, Ae). 
0 1 4 
1 2 4 
0 0 0 |? 
0 0 0 
concatenando: 
0 14 
1 2 4 
000’ 
000 
reduciendo y escalonando: 
1 0 —4 
01 4 
00 0 : 
0 0 0 
A? (62) = 4A (82) — 4 (E2) , por lo tanto, el polinomio mínimo para č es t? — 4t +4 = 
== 0%. 
Ahora, 
2100 0 0 
a 0210 0 1 
da 9020 n a De ye 
00.02 0 0 
2100 0 1 
0210 11. | 4 
0020 2114 
0002 0 0 
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2100 1 6 
0210 4 12 
0020 A 8 
0002 0 0 
Por lo tanto 
0 0 1 6 
È e = = 0 1 4 12 
163, A (e) „Až (63) , A (e3)) = 1 2 4 8 
0 0 0 0 
Concatenando: 
001 6 
0 1 4 12 
1 2 4 8 Š 
000 0 
reduciendo y escalonando: 
100 8 
0 1 0 -2 
001 6 : 
000 0 


de donde 
A? (63) = 64? (ez) — 124 (E3) + 863, 


así que el polinomio mínimo es: 


Ë — 6 +12- 8= (t-27. 


Finalmente, 
2100 0 0 
0210 0O] 10 
0020 ol ofp’ 
0 002 1 2 
por lo que el polinomio mínimo correspondiente es t — 2 
Por lo tanto el polinomio mínimo para A es (t — 2} . 
Ahora, rango(A — 21d) = 4, 
0100 
0010 
rango (A — 21d) = rango O | 2 
0000 
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0100 00150 
> A AN 0000,- 
rango (A — 21d)" = 0000 = rango | 000 =1, 
0000 0000 
0100 0010 
E O Y (0007020 22 
rango (A — 21d)" = rango 0000 0000 = 
0000 0000 
0000 
E 0000| 
= rango| oa 00 |7 
0000 


Por lo tanto, el diagrama de puntos es 


y la forma canónica racional consta de un bloque de 3 x 3 y de otro del x1: 


00 8 0 

1 0 —12 0 

01 6 0 

00 0 2 

(t- 2)? = Ë — 6 + 12t- 8. 

0100 
0010 
2 | 400 
0000 
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tiene polinomio mínimo t?. Una base para (A— 21d) (R*) es €, y €2. Es claro que ez 
genera T-cíclicamente (A — 21d) (R“). 
Resolvamos 


0100 0 
0010 zac 1 
0000] ofp 
000.0 0 
las soluciones están en: 

ti 

: | tı t2 ER 

ta 


Por ejemplo ez es una solución. 
Ahora, hay que escoger un elemento de Ker((A — 21d) - —) que no esté en 


0 0 1 
_ = _ = 0 1 4 
£r (63) = £ ({ē3, A- 83, A? - e3)) =£ 1 > 9 > 4 
0 0 0 
0 01 
0 1 4 
Concatenando: 124 
0 00 
Resolvamos la ecuación 
0100 0 
0 010 z2 0 
0000 |" |0 
0000 0 
para obtener Ker((A — 21d) - —). 
Las soluciones son: 
ti 
: | tı,t2 ER 
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Encontremos ahora un elemento de Ker((A — 21d) - —) que no esté en 


Lr (83) = £ ([83, A- 83, A? -23)) = 


0 0 1 
0 1 4 
= 1 2 14 
0 0 0 


Consideremos la ecuación 


0 0 1 tı 
£ : +Y , +2 a = o 
0 0 0 ta 
La matriz del sistema es 
00 1 4 
014 0 
1 2 4 0 
0.0.0 ta 
Escalonando: 
1240 
0140 
00 1 4 
0.0.0 ta 


Basta tomar tz 4 0. Por ejemplo, obtenemos E4 sita=1 yt, =0. 
Así, la base canónica racional es: 


0 
1 
2 
0 


3 


Ohm 
-LOOS 


0 
1 
2 
0 
1 
y 4 
Comprobación: Sea © = 4 
0 


— -A 
onoo 


OOo- 
-ooo 
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Entonces 
00107" /2100 0 010 00 8 0 
0140 0210 0140] 10-12 0 
1240 0020 1240] 101 6 0 
0 001 0 002 0 001 00 0 2 


10.8. Más acerca de los diagramas de puntos 


El siguiente Teorema nos dice que para calcular el diagrama de puntos para 


T donde ur (V) = př' (t) p$? (t) ...pks (t) , no hace falta calcular primero 


|Ker pí" (T)? 


) T kor pir (T) 
> 


Ker (př' (T) Ker (př (T)). 


Regresemos a la situación general: 


Teorema 134 Sea T :V — V lineal, dim (V) < ©. con 


pr (V) = př (8) p? (t) -p5 (t). 


Entonces 
rango pí * (T) — 2 x rango pi (T) + rango pi** (T) = 
= rango pí" (Ti i) — 2 x rango pi E a) + 
¡+1 
srí (Rom) 


Demostración. Primero , recordemos gue 
V = Ker př' (T) © Ker p? (T) © cad © Ker př: (T) 
Además, tenemos gue 


T k 
IKer při (7) 
——— > 


Ker při (T) Ker při (T) 


tiene polinomio mínimo pi! (t). 
Notemos que como 


V = Ker p (T) QKer pè (T) © des Ker ps (T), 
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entonces 


Tiker PAT) DT |Ker ps? (T) p- T [Ker pas 


entonces 


p (T) = p (T) iker PET) Dn (T) er p32 (T) © i Dr (T) iker přez) * 


En este momento observemos que 
pı (D)e pen + Ker pẹ (T) > Ker ph? (T) 
es un isomorfismo: 
Z € Ker p? (T) N Ker pj! (T) > p} (T) (z) = 0 = pj! (T) (z) 


> Hreno (t) I(E Op? (1) =1> hra OEIS. 


k 
[Ker py? (T) 


Por lo tanto pı (T) ke: pec) 


morfismo. Así, 


es una función lineal inyectiva, por lo tanto es un iso- 


rango (pı (T) ker zem) = dim Ker pl? (T). 


Análogamente, 


; kj 
rango (» (T) ker R A = dim Ker pý (T) Vj #1. 


Por lo tanto, 


rango (pı (T)) = 


= tango (p. (T )Ker př! (T) Dn. (7) |Ker p3? (T) pD. aT) |Ker p$s e) = 


= rango p; (T) + dim Ker p}? (T) + dim Ker pš* (T) +... 


IKer př" (T) 
„+ dim Ker př: (T). 


En resumen, 
rango (pı (T)) = rango pı (T) ka Pr) + dim Ker pr? (DT) + 


+ dim Ker pi? (T) +... + dim Ker př: (T). 


Podemos aplicar el mismo argumento a pj (T), para obtener: 


rango (pi (T)) = 
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= rango pi (Der pit dim Ker pl? (T) + 


+ dim Ker pš? (T) +... + dim Ker p% (T). 
Entonces 


rango pí (T) — 2 + rango pi (T) + rango pít" (T) = 


= (rao p (7, IKer sem) + I dimkor y T) 


Ao 


i M kj 
-2 (rao Pi (ida ja - X dimKer pj (T) 


j=2 


A a 


+ (rengo B ke din) + y dim Ker py (T) 


j>2 


= P (Teaspon) 2 (a 


AGA 


A 


)+ 


¿+1 
+rango pi (Ts oh E 
u 


Teorema 135 Si rango p(T) = rango p? (T), entonces 


rango (p (T')) = rango (p(T)) Wi € N. 


T 
Demostración. De p (T) (wem p? (T) (V), se tiene que 


rango p (T) = nul (p (7))) + rango pž (T). 


Por hipótesis, se tiene gue nul (p (T) = 0, así que p (T) es un isomorfismo entre 
p(T) (V) y p? (T) (V). Ahora como p? (T) (V) C p (T) (V). Tenemos que 


T 
pP (T) mA p? (T) (V) también es un isomorfismo. Se concluye por inducción. m 


Teorema 136 Si rango p (T) = rango p'** (T), entonces rango p'*i (T) = rango 
př (T), Vj €N. 


Demostración. Cópiese de la de arriba. m 
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0 2 0 —6 2 
1 —2 0 0 2 
Ejemplo 137 Sea A=: | 1 0 1 —3 2 |. Encontraremos su forma canónica 
1 —2 1 -12 
1 —4 3 -3 4 


racional. 
El espacio cíclico generado por e, está generado por 


| 
D 


3 


oOoOooo-r 


0 
1 
1 
1 
1 


ooo So 


Por lo tanto el polinomio mínimo para e, est? +2. 
El espacio cíclico generado por ez está generado por 


0 2 0 2 0 —6 2 2 0 
1 —2 1 —2 0 0 2 —2 —2 
01, 0 (UO 1-32 0 = 0 
0 —2 1 —2 1 -1 2 2 0 
0 —4 1-43 3 4 —4 0 
Por lo tanto el polinomio mínimo para E> es °? +2. 
El espacio cíclico generado por es está generado por 
0 2 0 —4 
0 2 6 8 
01,121], 6 |, 8 : 
0 2 6 8 
1 4 10 16 
0 2 0 -4 100 4 
0 2 6 8 0 1 0 22 
concatenando: | 0 2 6 8 escalonando: | 0 0 1 2 . Por lo tanto el 
02 6 8 000 0 
1 4 10 16 000 0 


polinomio mínimo para es es 


Ë- 2w 4+2-4=(t-2) (4 +2). 
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Entonces 
el polinomio mínimo para A es (t— 2) (ť + 2) y 
Entonces 
R? = Ker(A— 21d) © Ker (4? +2). 
Ahora, 
0 2 0 —6 2 =2 2 0 —6 2 
1 —2 0 0 2 1 —4 0 0 2 
1.0 1 -3 2 |-2= 1.0 -1 -32 
1-2 1 -1 2 1-2 1 -32 
1 —4 3 -3 4 1 —4£ 3 —3 A 
Resolviendo 
—2 2 0 -6 Tı 


o 
| 
= 
l 
w 
N NN 
8 
w 
I 
ooooo 


1 
1 
E s=2 V =3 
1 —4 3 33 


el conjunto de soluciones es: 


0 
ji 1 
ti lt ER = 1 lt ER 
tı 1 
24 2 
Por otra parte, 
0 2 05 000 0 0 
1 —2 0 0 2 00 6 -2 6 
A42=| 1 0 1 -32 | +2=|00 6 -2 6 
e S 2 0 0 6 =12 6 
1 —4 3 -3 4 0 0 12 -2⁄4 12 
Y 2 
000 0 0 000 0 0 
00 6 -12 6 0 0 36 —72 36 
(42+27=| 00 6 -12 6 | =| 0 0 36 -72 36 
00 6 -12 6 0 0 36 —72 36 
0 0 12 —24 12 0 0 72 -14 72 
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Así que 
rango (A? + A =5, rango(A? +2) =1, rango (A? + 2)? = 
y 
5-2x1+1 1—2x1+1 
č S yo e 
2 2 
Por lo tanto el diagrama de puntos es 
o © 


Por lo tanto la forma canónica racional es: 


2 0 0 0 0 
0 0 -2 0 0 
0 11 0 0 0 
0 0 0 0 -2 
00 0 1 0 
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Si p(t) = t—A con A € F, ur(t) = (t—A)* (o lo que es lo mismo, ur-yralt) = (t)*), 
entonces haciendo U =: T — AId, tenemos que 


00... 00 
10.. 00 
O Jé (NEE sida 0 
A 0 0 
0 0 1 0 
[U]? = : 1. : y por lo tanto 
00- 00 
1 0 0 0 
0 0 1 
Pk 0 0 
0 0.. 1 0 
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a OA 
A 2 
: 0 0 
0 0 0 
Önos EA 
0 0 0 
LA 0.0 
0 0 0 
m X 0 
0.0 -A 
0 0.0 
1A 0 0 
0 0 0 1 
: 0 
00- A 


que se llama la forma canónica de Jordan para V. 


Definición 121 Un bloque de Jordan correspondiente al valor propio A es de la 
Jorma 


> 
o 
© 


© +. © 
OFM © © © 
© 


r 


2 -1 0 
Ejemplo 138 Consideremos A = a 
0 -1 0 
Es obvio que el polinomio mínimo para e, es t— 2. 


1 
0 
0 
3 
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El espacio T'-cíclico generado por ez está generado por los vectores 


0 —1 —6 —26 
1 3 8 20 
0 |' 1 ? 4 y 12 4 
0 -1 —6 —26 
0 —1 —6 -26 
1 3 8 20 . 
concatenando: oi 4 12 , reduciendo y escalonando: 
0 —1 —6 -26 
1 0 0 12 
0 1 0 —16 
001 7 
000 0 


Por lo tanto el polinomio mínimo para E es 


È — T + 16t — 12 = (t — 3) (t - 2) 


Ahora, 
1 0 -1 —6 
0 1 3 8 
OT op? 1 ? 4 
0 0 —1 —6 


va es una base de Rt, pues 


1 0 -1 -6 
01 3 8 

det 00 1 4 = 1x 1x(—6 +4) = 2. 
0 0 -1 -6 


Por lo tanto 
2 
Hp (t) = t- 3) t- 2)”. 
Calculemos el diagrama de puntos para Ker(T — 31d) : 


-1 0 =1 51 0 


oOoo0oNnN 

— 

r 
OWOO-r 

o 

= 

| 

N 

OOo- 
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tiene rango 3. 
2 


-1 —1 0 1 1 0 1—1 
o 0o -10| |012 0 
o 1 0| |023 0 
0 -1 0 0 001 0 


tiene rango 3. 
Por lo tanto 


ci = 4— 2x rango (A — 3Id) + rango (A — 31d)? =4—6+3=1 


c2=3-2*3+3=0=cd3=... 
Por lo tanto, el diagrama de puntos es: 
o 


Diagrama de puntos para Ker(T — 21dy : 


2 -1 0 1 0-1 0 1 
0 3 -10 Zde 0 1 -10 
0 1 1 0 0 1 -1 0’ 
0 —1 0 3 0 —1 0 1 
es de rango 2. 
lo a0 EN 0—2 11 
0 1 -10 10000 
0 1 -10 0 0 00]? 
0 —1 0 1 0 —2 1 1 
es de rango 1. 
Ml 0 2 1\’ 0 —2 11 
0 1 -10 100 00 
0 1 -10 10.0.00 
0-1 0 1 0 -2 1 1 


es de rango 1. 
Entonces, 


cq=4-2x2+1=1 
ca =2-2*1+1=1 
C3 = 1 2x1+1=0=c=... 
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Por lo tanto el diagrama de puntos para Ker(T — 21d) es 


Por lo tanto la forma canónica racional es 


30 0 0 
0 0 —4 0 
01 4 0 
00 0 2 
Esto significa que hay una base 01, U2, U3, Va tal que T (03) = VU, y T (04) = —403+404. 


Si cambiamos a la base 
10, Va, Vy, (T T 21d) Va) > 


como 


(T = 21d) Va = —403 + 404 — 204 = —403 + 204), 


tendremos que T (04) = 204 + (T — 21d) 04 y (T — 21d) v4 = 2 x (T — 21d) 0. Por lo 
que la matriz respecto de esta nueva base es: 


3000 
0200 
00.20]? 
0 012 
2 0 
donde ( 12 ) es un bloque de Jordan. 
Teorema 137 Sea V => V, con 
dim (V) < o0 y ur (t) = (t = M )® (t — A) e... (E A). 


Entonces el número de bloques de Jordan del x l , correspondientes a A1 es 
Ca, = rango (T — A Id)"*— 2 x rango (T — à Id)! + rango (T — à Id) +, 
y en general, 


Cra, = rango (T — A,Id)"* — 2 x rango (T — Aud) + rango (T — AyIdy +. 
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Demostración. Se sigue de la Observación 10.9. m 
Corolario 29 Sea V 2 V es lineal con dim (V) < oo. Son equivalentes 
1. T es diagonalizable. 


a) (Los únicos factores irreducibles de up (t) son de grado 1) y 


b) 
(rango (T — Au Id) = rango (T — Mud)? 


para cada A, valor propio de T' 


Demostración. 1)=>2)) 

Es claro que si T es diagonalizable, entonces todos los factores irreducibles de 
fp (t) son de la forma t— A. Además, todos los bloques de Jordan (y racionales son 
de la forma (Au). Dado un valor propio Au, tenemos que la forma de Jordan para 
Ker(T — A, Id) es 


A ds Sl) 

O če +) 

0 (da Za% Au 
Entonces, 

C1,2, = dim (Ker (T — A„Id)). 
Ahora, 
dim (Ker (T — A,Id)) = dim (V) — rango (T — A„Id). 

Como 


Ci,x, = rango (T — Ay Id)? — 2 x rango (T — A,1d) + rango (T — AuIdy . 
entonces 
C1, = dim (Ker (T — A,Id)) = dim (V) — rango (T — A,Id) > 


dim (V) — 2 x rango (T — A,Id) + rango (T — AuId)? = 
= dim (V) — rango (T — A, Id) > 
rango (T — A, 1d) = rango (T — AId)?. 
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Tenemos que ¿uy (t) = [I (t — A)" , basta ver que cada k; es 1. Y para esto basta 
ver que T 


Cl; Au = 
= rango (T — Auld)! — 2x rango (T — Auld)! + rango (T — Aula)?! = 0 


para l > 2 (esto querría decir que no hay bloques de 2 x 2, 3 x 3,... etc., es decir que 
todos los bloques serían de 1 x 1, y se verían así: (A„)). 
Como rango(T — A,Id) =rango(T — à„ Id}? . Entonces por el Teorema 135, 


rango (T — A, 1d) = rango (T — A,Id)* = rango (T — A, Id}? = ... 
entonces 
Cox, = rango (T — A,Id) — 2 x rango (T — AuId)? + rango (T — A,Id)* = 0 
y paral>2, 


Cha, = rango(T — A Id)! — 2 x rango(T — àu Id)! + rango(T — A,Id)'*! 
= 0. 


u 
Teorema 138 Sean A, B € Mnxn (F). Son equivalentes: 


1. A es similar a B. 


2. A y B tienen la misma forma canónica racional. (Excepto por una permutación 
en el orden de los blogues). 


3. A, B tienen el mismo polinomio mínimo y para cada f (t) tal que f (t) | na (t), 
se tiene que 


rango f (A) = rango f (B). 
4. rango f (A) = rango f (B), y para cada f (t) tal que f (t) | u4 (t), se tiene que 


rango f (A) = rango f (B). 


5. rango f (A) = rango f (B), para cada f (t) € F ft]. 
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Demostración. 1)>5) ) 
Supongamos que A = Q7*BQ. Entonces B y A son matrices que representan al 
operador lineal 


así que 
rango (A) = rango (B) = rango B. 


Ahora, 
Q71(B)JQ=Ff(Q7BQ) = f (4): 
i) Se tiene que Q7*BQ = A, entonces 


Q BG AQT B*BO = 07B*007'BO = (Q7*BQ) A. 


Así que por inducción se tiene que Q7|B"Q = A”, Ym € N. 
ii) Es claro que Vem € F, O "em B" = cm A”. 
iii) Es claro gue 
Q (cola +aB+..+ mB")O = 
= (Qon + Qc BQ +... + Q'en B”Q) = 


= Coln + GA + ... + Cm A"". 


Una vez que hemos visto que las matrices f (B) y f(A) son similares, podemos 
concluir que tiene el mismo rango. 

5) > 4)) Es obvio. 

4) > 3)) 

Solamente hay que demostrar que A y B tienen el mismo polinomio mínimo. 

Como rango ua (B) = rango pa (A) = 0, entonces ny (B) = 0. Por lo tanto, 
ug (t) | pa (t). Por simetría, ua (t) | ug (t) y entonces ua (t) = py (t). 

3) > 2)) Se sigue del Teorema 134. 

2) > 1)) A es similar a su forma canónica racional que es similar a B. m 


Corolario 30 Son equivalentes para dos matrices A,B € Munxn (F), cuyos poli- 
nomios característicos sólo tengan factores irreducibles de grado 1: 


1. A es similar a B. 


2. A y B tienen la misma forma canónica de Jordan. 


Demostración. Teorema anterior. M 
Llamemos matriz escalar a una matriz de la forma clp, c € F. 
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Ejercicio 232 Sean A,B en Məx2 (F) no escalares. Demuestre que A y B son 
similares si y sólo si A y B tienen el mismo polinomio característico. 


Ejercicio 233 La relación de similitud es una relación de equivalencia en Ma xn (F). 
Encuentre todas las clases de similitud en Mexe (©) con polinomio mínimo 

(1+2 (1-1). 

Ejercicio 234 Encuentre todas las clases de similitud en Mexe (Q) con polinomio 
característico (x*— 1) (x? — 1). 

Ejercicio 235 Determine todas las forms canónicas racionales posibles para una 
transformación con polinomio característico 1? (x? + 1)? ; 


Ejercicio 236 Sea ¿V de dimensión finita y V > V un isomorfismo tal que 


T7*=T?+T. Demuestre que dim (V) es un múltiplo de 3. Demuestre también que 
todos los operadores que satisfacen las condiciones son similares. 

Ejercicio 237 Sea B € M10x10(©) tal que xg(t) = (t — 2*(2 — 3), uplt) = (t — 
2) (2 — 3)? y rango (B — 2110) = 8. Encuentre las formas canónicas racional y de 
Jordan de B. 


200 0 

: $ 8 3 2 0 22 
Ejercicio 238 Sea T :9 V —ọ V tal que [T]; = oo2 0 | Encuentre 

002 2 


una base y de V tal que |T]; 


Ejercicio 239 Sea A € M7x7(C) el bloque de Jordan de 7x7 con A en la diagonal. 
Calcule la forma de Jordan de A*. (Considere los casos A = 0, AH 0). 


Sea B € Maxa (F) tal que xp (t) = (t—1)“. Demuestre que hay 5 posibilidades 
para la forma de Jordan de B. Demuestre que up (t) y rango(B — I4) determinan 
la forma canónica de Jordan. 


esté en forma canónica racional. 


Ejercicio 240 Encuentre la forma canónica de Jordan de 
2 0.0 0.0 


OoOOOO Oo © © 
OOOOODONN 
SO OLO MO 
OOOOVU O © 
OOODON O © Oe- 
OONFE O Oo o © 
ONE OO Oo Oo 
OWOOOO-H Oo © 
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Ejercicio 241 Encuentre la forma canónica racional de la matriz del ejercicio an- 
terior. 


Ejercicio 242 Si A € Mnxn (C), demuestre que A = B+ N donde B es diagonali- 
zable, N es nilpotente y BN = NB. (Sugerencia: usar formas canónicas de Jordan). 


Ejercicio 243 Determine las formas canónicas racional y de Jordan para 


110 
A=|010 
0 1 1 
Ejercicio 244 Sea A € M3x3(C) tal que su forma canónica de Jordan es 
20 st 
0 7 1 | vsea BE Maza (C) con forma canónica de Jordan: 0070 
2M 0007 


Sea cV = {X € Maxa (C) | AX = XB} 


10.10. Cadenas de Markov 


10.10.1. Límites 


Consideremos el anillo conmutativo 
R=R = {RAR | f es función} : 
donde la suma y el producto son los naturales, es decir gue 


(f+9)(a) = f(a)+gla), Va €R, 
(f-g)(a) = f(a)-g(a), Va € R. 


Uno puede considerar matrices de n x n con coeficientes en R. 


Por ejemplo 
e 241 
( cos(t) ť ) € Maa (R). 


Ahora, si A € Maxn (RE) , Puede uno considerar límites, por ejemplo 


límA (t). 


t=a 


Para mantener los argumentos en un nivel sencillo, hacemos la siguiente definición. 
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Definición 122 Si A € Mnxn (RA), (esto significa que Aij (t) : RR es una 
función V (i, j) € {1,.. n} x(1,...,nj) 
límA (t) = :L, donde 
Lo; = límA; j (t) . 
Análogamente, podemos considerar el anillo conmutativo de las sucesiones en un 
campo, 
R= F", 


con las operaciones naturales de suma y de producto. 
De nuevo podemos considerar M» xn (F N) , por ejemplo 


y considerar por ejemplo 


Otra vez, 


m=o00 eS 


Ejercicio 245 Sean A, B € Myxn (RF) tales que 
1. lím A (t) existe, 
2. lím B (t) existe, 


entonces lím (AOB) = (lím A (0) (lím B (1) y 


Ejercicio 246 Sean A, B € Maxn (CN) tales que 
1. lím A(m) existe, 


2. lím B(m) existe, 


entonces „Jím (A (m) B (m)) = ( lím A (m)) ( lím B (m)) : 


M00 
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Lema 25 lím A”(”) =0, si |A] < 1. 


1 


Demostración. Denotemos 


así que 
m+1 (m+1):- (m+1-1)-...-(m+2-—i) 
Sm hk ¡mt ¡+ . 
i ( i ) i! ; 
así que 
(m+1) 
Sm+1 =: AS * 
+1 = 
Como (mn > 1, entonces À- (metu >À 


en donde podemos tomar e = 1 — |A| < 1, por ejemplo. 
Así, tenemos que: 
|Sw|(1— e) > [Sml 


entonces 
[Sul (=€) (1—e) > |Su+l(1— £) > |Su+l, 
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y en general, 
ISu+rl < (Sul (1 e)". 
Como 


[Sar] (1 — £)f — 0, 
k=00 


tenemos que pim |Sm+k| = 0. 
—>00 
Por lo tanto 
lim |Sm| = 0. 
mM 


Proposición 21 Sea J € Mpxk (C), un bloque de Jordan correspondiente a A, en- 
tonces 


1. |A|<1> lím J” =0. 
2. A=1, ím ECs J=(1). 
3. A1, lA =1= lím J” no existe. 


4. A|>1= lím J” no existe. 


Demostración. Sea 
A: 0 0 
1A n 00 
J=| 01>. 00]= 

bop A 0 

0.0 LA 
0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0.0 
=| 01 00 |+A4|o00 00 f> 
eM: 0 0 n 1 0 
0 0 1 0 0.0 0 1 


un bloque de Jordan de A. 
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0 0 0 0 
1 0 0 0 
Llamemos N = | ( 0 O |, supongamos que esta matriz es de k x k. 
poi. 0.0 
00--- 10 
Consideremos la existencia de lím (N +Alz)”, para distintos valores de A. 


A=0) 
Si A=0 entonces lím (N + Alp)" = 0 pues N*1 es la matriz 0 : 


su primera columna es 


(0-2) Na, = (Ni) & = (N=) Ně = 
= (NE) & = = (N1) 8 1 = 
( 


La segunda columna de N4! es Nitea = NINE = N (N*1g,) =N0=0. 
En general, 
NE; = NENA = NINNE- = = NENE = 
NOD Ne = Ô. 
Por lo tanto N*-! = 0. 


Ahora, supongamos que A 7 0. Como N y Alp conmutan, se puede calcular 
(N + AI)” con el Teorema del binomio de Newton. 
Así que 


mo (m MIZER m-i E mi [MA ari 
(N+ Ak) (7) Ni (I) nz a 
Así que si m > k—1 entonces 
m n k-1 n 
N +A)” = Ar| N= AE Ni. 
a 


Por el Lema anterior, lím A” (") = 0, si |A| < 1, así que también 
m=—o00 
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Por lo tanto, si |A| < 1, entonces lim (AN + Ip)"" existe y es 0. 
A=1) 
Por otra parte, si A = 1, entonces 


k-1 
4 i 
1=0 
k-1 
converge sólo si ZE) N = w) N? = 1- I, esto sucede si en la suma hay un solo 
i=0 
sumando, es decir, si k = 1 : 
Si k > 1, entonces 


y es claro que 


(N+) = > (es Ni 


m 


E) = m. Pues 


tiene en su coordenada 2,1 a ( 


0.0 0.0 0.0 0.0 
10 0.0 0.0 0.0 

N = | O ea IN 00, 
E 0.0 Li 0.0 
0.0 10 0.0 10 
0.0 0.0 
0.0 0.0 

: 0.0 0.0 

Nt = |i 0 0 
01 0.0 


Entonces 


1% 1, A =2) 
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Consideremos la entrada 1,1 de (N + AI)” 
A”. 


Veamos que no converge: 


Asti 29] = ASA 1] =|A— 1]. 


Veamos que £ Æ lím A” : 
si |£— A| < ¿|A— 1|, entonces 


[Az — £] + |E— A] > (AS As 


=|A-I, 


por lo gue 


1 1 
AL] >|A-1—3A-1=5|A-1|. 
pea > taa Pa a1= 3101 
lA] > 1) 
Por último, si |A| > 1 entonces lim (N + Alk)"" no existe: 


simplemente consideremos la entrada q q de (N+AI,)" 
A" 
u 


Observación 96 Sea A € Mnxn (C), lim A” existe si y sólo si lim J™ existe para 
cada bloque de Jordan de A. 


Demostración. Por el Teorema fundamental del Álgebra, Xa (t) es n producto 
de factores de grado uno. Así que A tiene forma de Jordan. 


B 0 
0 C ) , entonces 4” = ( 
vemos que lím 4” existe si y sólo si existen lím B” y lím C”. 
De lo anterior, es claro que lím 4” existe si y sólo si existe lím J”” para cada 
> q y P 


uno de los bloques de Jordan de A. m 


B” 0 
0 C" 


Es claro que si A = 


) , de donde 


Ejercicio 247 Si QAQ! = B, entonces lím B" existe si y sólo si lím A” existe. 


En caso de existir ambos límites, entonces lím B" = lím QA”Q7!, 
m=—oo m=—oo 


Teorema 139 Sea A € Mnxn (C) son equivalentes: 
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1. ím A" € Myxn (C). 


m=—o0 


a) A valor propio de A => |A| < 1. 
b) A valor propio de A, [A =1=>A=1. 
c) dim(E,) = (multiplicidad de 1 como raíz del polinomio característico de 


A). Aquí, E, = ker ((A - -) — Idc»). 


Demostración. 1. > 2.) Se sigue de la Observación anterior, pues la condición 
2c equivale a que todos los bloques de Jordan de A que corresponden a 1 sean de 
uno por uno. 

2. > 1) Se sigue de la Observación anterior. m 


10.10.2. Procesos aleatorios y Cadenas de Markov 


Un proceso aleatorio se describe de la manera siguiente: 


1. Consideremos n “estados” posibles en que se distribuye una población de ob- 
jetos, denotemos m; el número de objetos que están en el estado i. 


2. Aparte de todo, la ubicación de los objetos en sus estados puede cambiar en 
una siguiente “etapa”. 


3. La manera en que cambian de estado los objetos de una etapa a la siguiente, 
está determinado por una matriz, que se llama matriz de transición: 


P € Maxn (R) 


donde F;; es la probabilidad de que un objeto en el estado j pase al estado i 
en la siguiente etapa, como es una probabilidad, tenemos que en realidad 


P € Mnxn (10, 1)). 
Im 
q Pen ma S 
Si comenzamos con una población inicial A , entonces la población en el 


Mn 
estado j en la siguiente etapa será: 


Pamit Pj2Ma +... + Ling 
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pues por ejemplo P; ¡my representa la cantidad de población que pasó del estado 1 


al estado j. 
Como 
mi 
Pim + Pama +... + PjnMn = P; : , 
Í a 
Mı 
tenemos que P : es la distribución de la población en la etapa 1. (La etapa 
Mn 
inicial es la etapa cero). 
mi 
Repitiendo el argumento, tenemos que PP : es el vector de población en 
Mn 


la etapa 2, y en general 
mi 
pr 
Mn 


es el vector de población en la etapa k. 
Ahora es claro que la población converge a un límite si y sólo si jím PF existe. 
300 


A una sucesión de estados descrita de la manera anterior se le llama cadena (o 
proceso) de Markov. 


Observación 97 Si P es una matriz de transición, entonces la suma de los ele- 
mentos en cualquier columna es 1. Esto sucede porque es la probabilidad de que un 
poblador del estado j pase a algún otro estado. 


Lo anterior equivale a decir que 
tio PET 


Tomando la transpuesta de esta ecuación, tenemos que 
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Es decir que 1 es un valor propio para P*, y por lo tanto también es un valor propio 
de P. 
Resumimos lo anterior en el siguiente enunciado. 


Teorema 140 Una matriz de transición tiene 1 como valor propio. 


Ejemplo 139 Niños y pañales. 
Un pañal puede estar en tres estados: Nuevo, usado, doblemente usado. 
Si un niño ensucia un pañal, éste se desecha y se sustituye por uno nuevo. La pro- 
babilidad de que un niño ensucie un pañal es 1/3 y después de dos usos, los pañales 
se desechan. 

n u du 


n 1/3 1/3 1 
u 2/3 0 0 
du 0 2/30 


La forma canónica de Jordan de 


1/3 1/3 1 1 0 0 
2/3 0 0 | es | 0 -5+343 0 
0 2/3 0 0 0 —3— 303 
Así que 
1 0 0 8 100 
lim | 0 —3+30V3 0 =| 000 
AGO 0 -} — iv3 000 


Se deja como ejercicio comprobar gue una base de Jordan para 


1/3 1/3 1 
2/3 0 0 
0 2/3 0 
es 
1 1 


Li (2143 +3) 3 1 
1 zi (2iV3— 3) V3 Hi (iV3+3) V3 
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por lo que el límite de las potencias de P es 


T sziv3 o iv 3+ D 1 0 0 
$  -iv3-$ 5iV3— $ 00 0 
5 ila+iva) vš gira v3 | V950 
1 1 1 
1 4i(2%iv3+3) v3 Ji(iw3-3)vV3 | = 
1 ¿i(2i/3-3)V3 Ji(iv3+3) v3 
2 2 2 
19 19 19 
6 6 6 
— 19 19 19 
4 
19 19 19 


En el límite, la proporción será: 
9 9 9 


19 19 19 1 9 

19 
6: 0 6 6 
19 19 19 0|=]| 5 
4 4 4 0 4 
19 19 19 19 


Eventualmente, habrá 9/19 de pañales nuevos, 5 de pañales usados y 5 de pañales 


de dos usos. En porcentajes: 47,368 % pañales nuevos, 31.579% de pañales usados 
y 21.053% de pañales de dos usos. 


Ejercicio 248 Compruebe que una base de Jordan para 


1/3 1/8 1 
2/33 0 0 
0 2/3 0 
es i 1 i 
1 || ši(v3+3)v3 |,| 4iliv3—3) v3 
1 ši (23 — 3) V3 Li (113 + 3) v3 
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Proposición 22 Sea A € Mnxn (R) denotemos 
pi =J A] 
j 


la suma de los tamaños de los elementos en el i—ésimo renglón de A. 
Denotemos 


p (A) = máx {p; | i € (1,...,nj). 
Si A es un valor propio de A, entonces |A| < p (A). 


Demostración. Sea Y un vector propio de A correspondiente a A, entonces AT = 
AT, así que tomando las coordenadas ¿—ésimas tenemos que 


Tı 


IA 


` Mt 
j=l 


< Y 14,52] = Y Asl |:05) 
j=1 j=1 


Como consecuencia, 


Axl < Y 14551 Jus] < 13 as) máx {|z;|}; 
j=1 


j=1 


Digamos que máx {|x;|}; = |rm|, la ecuación de arriba vale para i = M, así que 


lA] [tar] = [Azm] < 13 Ausl) [zm]. 


j=1 
Entonces 
lA < Y lAmsl = pu < P 
j=1 
= 
El resultado anterior, se puede aplicar a At, de donde obtenemos que (recuerde 
que los valores propios de A y de A“ coinciden) que 


A < p (4) =: v (A). 
En resumen: un valor propio de una matriz A es menor o igual que la mayor de las 


sumas de los valores absolutos de los coeficientes en un renglón (o columna). 
En vista de lo que se acaba de mencionar, podemos hacer la siguiente observación. 
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Observación 98 Si A es un valor propio de una matriz de transición, entonces 
lA] < 1. 


Demostración. Hemos notado ya que la suma de los elementos de cada columna 
en una matriz de transición es 1. m 


Definición 123 1. Diremos que una matriz de transición es positiva si todos 
sus coeficientes pertenecen a R*. 


2. Diremos que una matriz de transición A es regular, si 3n € N, tal que A" es 
posttiva. 


Enseguida veremos como son los valores propios de una matriz regular. 


Teorema 141 Sea A € Mnxn (C) positiva (es decir que sus coeficientes son reales 
positivos). Si A es un valor propio de A tal que |A| = p (A), entonces A = p(A) y 
1 


1 
Er=S 


Demostración. Consideremos un vector propio Y correspondiente a A. Así que 
AY = AT, tomando las coordenadas M—ésimas, donde |rw| = máx (ll h<jen > 
tenemos que 


p(A)lzul = (Alzul= Azul = < 


SN Amst 


I 


X Amaz; < (Erua) [Tur] < p (A) |£m], 


IA 


ri 


J 


Así que las desigualdades en realidad son igualdades, así que por ejemplo, 


X Antl = (3 aul) |m], 
j j 


de donde se sigue gue 
|z;| = zm ,Vj € {1,. n}. 
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Una vez notado esto, podemos escribir 


pA) [xl = (Al jel =]A2;] = < 


Y Aisti 


3 
< Y lyzl < (3 asi) |x| < p (A) |x|. 
J J 


Así podemos observar gue 


(2) Iz] < plA)lz|, Vi € {1,.. n}. 


Por lo que 


Y As = plA), Vi € {1,1}. 
j 


Entonces la suma de los elementos en cada renglón de A es p(A), por lo que 


1 p(A) 1 
al le 2 = plA) ; 
1 p(A) 1 


entonces p (A) es un valor propio de A. 
Por otro lado, como 


X Az = Y Ale, 
J j 


debe suceder (Ejercicio) que existe un complejo u y escalares 71, T2, ..., Tn € R* tales 


Tí 
12 
que Tj = Tju, entonces ¥ = u , así que 
Tn 
T1 T1 
3 T2 T2 
Az = A u = plA) u 
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Ti Ti 
a T2 T2 

de donde se tiene que A |. = p(A) 
Tn Tn 


Como vimos arriba, un vector propio que correspondiera a un valor propio de 
tamaño p(A), debe tener los valores absolutos de sus coordenadas iguales. 


Ta 1 
f 5 T 1 
Asíquer=u| . =ur| . | paraT €R", u € C. 
F 1 
En resumidas cuentas, un vector propio de A que corresponda a un valor 
1 
propio con tamaño p (A) debe ser un múltiplo complejo de . |. Como éste es un 
1 


vector propio que corresponde a p (A), entonces los valores propios de tamaño p (A), 
coinciden con p (A). Otra vez: si |A| = p (4), entonces existe un vector propio z que 
1 


1 
corresponde a À, pero como es un múltiplo de . |, en realidad corresponde a 


p(A). m 


Corolario 31 Sea A € Mnxn (C) positiva (es decir que sus coeficientes son reales 
positivos). Si A es un valor propio de A tal que |A| = v (A), entonces A = v (A) y 
E, es de dimensión 1. 


Demostración. Simplemente notemos que v (A) = p(4*) y apliquemos el Teore- 
ma anterior. Es inmediato entonces que |A| = v (A) = p (A) > à = p (4) =v (A). 
Por otra parte, 


dim (Exa) = n- rango(A— v (A) Id) = 
= n- rango (4— p (A) Ta) = 
= n- rango (4 = p (45) 1d) = 
= dim[Ze R” | 42=p(4)7)=1. 
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Ejercicio 249 Sean a;, a2, ..., an E RF, 21,22, ..., Zn € C tales que 


Y aja = X as la 


j f 


entonces Ju € C, A1, A2, ..., An E RË tal que zj = Aju. 
Sugerencia: inducción y desigualdad del triángulo. 


Corolario 32 Si A es una matriz de transición positiva y A es un valor propio de 
A entonces 


1. JA] <1. 
2. |N=1=>.=1. 
3. dim (E) = 1. 
Teorema 142 Si A € Mnxn (C) es una matriz de transición regular entonces 


1. La multiplicidad de 1 como valor propio de A es 1. 


2. L= lím A” existe. 


3. L es una matriz de transición. 
4. AL= LA = L. 


L tiene todas sus columnas iguales, y estas son el vector de probabilidad W que 
corresponde al valor propio 1. 


> 


5. VT vector de probabilidad, lím A” X = W. 
Demostración. 1. Definamos la norma || || en Mnxn (C) por: 
[A] = máx (145,51, - 


Si A es una matriz de transición entonces || A|| < 1. Cualquier potencia de una matriz 
de transición es de transición, pues que la suma de los elementos de las columnas sea 
1 equivale a 


(1,1,..,1)4=(1,1,...,1) 


Así que 
MAS DAS dl) 
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y por inducción 


Entonces 


AT] < 1,Vm € N. 
Tenemos, para dos matrices B, C € Myxn (C) que 


máx (BO ) = 
5 (BirO) y. 


máx l 
k 


n |B| 1181]. 


IBC 


) < [a (IBI CIDI = 


Sea J = P7!AP la forma de Jordan de A, entonces 
J” PAP 
por lo que 


IJ" = EAER <n|[P=[47PI < 
n? |P ATP < n? PPI. 


IA 


Si A tuviera un bloque de Jordan correspondiente a 1 que no fuera (1), entonces 
sería de la forma 


10 0 0.0 0 10 0 
ia 0 10 0 0 1 0 
| i ol 01 ET 20600 
l 0 čes l 
Ň = 


El coeficiente 1,2 de K” sería ((N +1)”), a = (7) NI"7*) = m (potencias mayores 
de N tienen 0 en el lugar 1,2), pero entonces 


m < JIK] < WI < n? |PIP], Ym € N v 


Esta contradicción muestra que los bloques de Jordan de A que corresponden a 1 
son de 1 x 1. Con esto se tiene que 


1 = dim (E1) = multiplicidad de 1 como valor propio de A. 
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2. Es inmediato del Teorema 139. 
3. Como (1,1,...,1) 4” = (1,1,...,1) Ym € N, pasando al límite tenemos que 


L = límA” = lím A"! = 
= lím(474) = (lím A”) A = LA. 


También, 


L = lím A” = lím 4" = 
= lím(44”) = A (lím A”) = AL. 


Ahora, AL = L => ALÍ = Ll entonces LŻ es un vector propio correspondiente a 1, 
también es un vector de probabilidad pues es la columna de una matriz de transición. 
De hecho, es el único vector de probabilidad que es vector propio correspondiente a 1. 
(Si U, U son dos vectores de probabilidad que son también vectores propios respecto 
a 1 entonces 


u = CU, 


pues dim Æ; = 1. c € R, pues las coordenadas son reales. La suma de las coordenadas 


de ú es 1 y la suma de las coordenadas de c es c, por lo que c = 1, es decir U = v) 
5. Finalmente, si ú es un vector de probabilidad (es decir sus coordenadas suman 
1 y son reales no negativas), entonces 
lím A" = W 
se sigue de que lím 4"% es un vector de probabilidad: 
(1,1,...,1) lím 474 = lím ((1,1,...,1) A”) = (1,1,..,1)ď=1 


y de que es un vector propio de A que corresponde a 1: 


A (lím A”) = lím (A(472)) = lím (A""+!) = lím (472). 
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1 
1331.00 
1 
a 00 
Ejemplo 140 Sea A = 1.10 , es claro que esta matriz de transición 
4 4 
1 


no es regular pues la multiplicidad de 1 como valor propio de A es 2 y la dimensión 
de Ez es 2. 

El polinomio característico de A es tt — 3% + 2? — it =t (t 1) (t — 1/2), así que 
existe el límite de A” cuando m —> 00. 

Un vector propio correspondiente a O es una solución no nula de 


z 3 4.50 
3 7 0 0 
33 10 PN 
7% 0-1 


-1 


cuya base es: 


El vector propio correspondiente a 3 es la solución de 


1 1 00 
1 1 
100 
- (1/24 | 2 =0 
1 1 10 


ale 
A 
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cuyo espacio de soluciones tiene base: | | 
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Que es equivalente a: 


Así que 


P SŠ 
o © © = 
o © = © 


= st m 


al st It st 


por lo gue 


I 
E 
NS 


o O © = 
o © = © 
SIY e S 


mia -s s st 


n E 
Š 


m=—o00 
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0 0 0 0 
00 0 0 
— | 1 1 
i A 
OE E LANA 1 23 1 
3 5 5 3 5 5 5 75 3 
sz 2 1 2 2 1| Ze, 2 
1A=| 3 5 5 |,entonces| 3 5 5 =| 5 5 5 
2 2 2 2 4 8 6 
0 5 5 0 5 5 BE 2 2 


Por lo tanto A es una matriz regular, así gue para calcular su límite basta encontrar 
el vector de probabilidad gue es vector propio correspondiente al: 


Tina 229 JA "32 
3s (By 5 3 5 5 
2 2 1 2 3 1 
3. "5,5 —1-fk= 3 5 5 
2 2 q gea 
0055 0 5 5 
Tenemos que 
2 1 2 21 
3 5 5 1 0 -5 
2 128 MA $3 
3 5 5 x| 0 1 2 
2 —3 
0 5 5 0 0 0 
Una solución de 
zd- jb ově 
3 5 5 
2.8 1 a 0 
3 5 5 T=0 
2 -3 
0 5 5 
21 
20 
3 
es 5 
1 
21:13 _a 
Como So +3 +1 = z entonces 
21 2 
20 71 
a 2 = 71 
71 1 20 i 
71 
es el vector de probabilidad buscado, así que 
1 1i 2\™m 2 A A 
3 5 5 n a 7a 
K 2 20 A | zo 30 30 
1m 3 5 5 = TL- Vy +7 
MEROS 0 2 2 20 20 20 
5 5 7T 71 7 
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1 1 2 
3 5 5 
En efecto, la forma canónica de Jordan de 3 Z F es 
2 2 
00.5% 
1 0 0 
0 E+giv17 0 
1. 1:17 
con base canónica : 
1 1 1 
1 |,| -4+ 5iv17 |,| -2%-3G:iv17 
2. 1; AF 9134/17 
1 0 0 
Como el límite de las potencias de | 0 3+ iv17 0 
0 0 5 
1 0 0 
000], 
0.0.0 
1 1 2 
3 5 5 
entonces el límite de las potencias de 3 Z 3 es: 
0 5 5 
-1 
1 1 1 10 
27 15/17 9. 35/17 
1 =- piV17 -+ ġivl7 0 0 
2. 21 
1 1 1 o 
24 15/17 9. 354/17 30 30 
; 20 20 
1 5- ipiV17 -5+ p1 a a 


Que coincide con el cálculo previo. 
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Ejemplo 141 En un hospital, los pacientes se distribuyen en los estados: leve (l), y 
graves (9). Si alguien muere se admite un nuevo paciente de enfermedad leve en el 
hospital, lo mismo si sana. La probabilidad de que en un mes sane un paciente leve 
es de 60%, de que siga siendo enfermo leve es 20 % y de que se ponga grave es del 
20%. Si un enfermo está grave la probabilidad de que en un mes sane es del 10%, 
de que su enfermedad se vuelva leve es del 20%, de que siga grave es del 50% y de 
que muera es del 20 %. 

La matriz que describe el proceso es la siguiente: 


Como ( E ) es una matriz positiva, para encontrar lím a basta 


„2 ) 9 „2 » 
encontrar el vector propio que corresponde a 1 y que es un vector de probabilidad. 


85 E 
(© 5) 2 de) 
2 A oR 
e 0 0 
25 4 : ari ra e 
1 es un vector propro que corresponae a "35 1 = 285 71 z 
Así que 
im f8 5 ™ (71429 .71429 
m2 O 328871285 J’ 


y eventualmente el hospital tendrá 71,429% enfermos leves y 28,571% enfermos 
graves. 


Ejercicio 250 Encontrar el límite, cuando m tiende a infinito, de 


Lk zbo 8X. 
6 5 10 6 
2p SLi J2by SL 
6 5 10 6 
1 1 3 1 
6 5 10 6 
2 Ba sr 
6 5 10 6 
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Ejercicio 251 La gente de una ciudad vive en el centro, en la periferia o en una 
casa rentada. Los estados se puede etiquetar c,p o r. Las probabilidades de cambiar 
de estado en un año son las siguientes: 

si se vive en el centro, hay un 40% de probabilidad de seguir en el centro, 50% 
de alquilar una casa y 30% de mudarse a la periferia. Si se alquila una casa hay 
50% de probabilidad de seguir rentando 40% de mudarse a la periferia y 10% de 
mudarse al centro. Por último, si se vive en el centro hay un 60 % de probabilidad de 
seguir viviendo en el centro, un 20 % de mudarse a la periferia y un 20 % de alquilar 
una casa. ¿ Después de mucho tiempo, cuáles serán las proporciones relativas de la 
población? 


Llamemos matriz escalar a una matriz de la forma cl,,,c € F. 


Ejercicio 252 Sean A,B en Maz2(F) no escalares. Demuestre que A y B son 
similares si y sólo si A y B tienen el mismo polinomio característico. 


Ejercicio 253 La relación de similitud es una relación de equivalencia en Ma xn (F). 
Encuentre todas las clases de similitud en Mexe (©) con polinomio mínimo 
(1+2 (2-1). 


Ejercicio 254 Encuentre todas las clases de similitud en Mexe (Q) con polinomio 
característico (xt — 1) (£? — 1). 


Ejercicio 255 Determine todas las formas canónicas racionales posibles para una 
» ; . Za 2 
transformación con polinomio característico x? (a? +1). 


Ejercicio 256 Sea oV de dimensión finita y V Z V un isomorfismo tal que 


lineal 


T=! = T? +T. Demuestre que dim (V) es un múltipo de 3. Demuestre también que 
todos los operadores que satisfacen las condiciones son similares. 


Ejercicio 257 Sea B € Miox1o(Q) tal que xglt) = (t— 2*(? — 3), uplt) = (t — 
2)? (t? — 3)? y rango(B — 2110) = 8. Encuentre las formas canónicas racional y de 


Jordan de B. 
200 0 
A PRE 8 3 2 0 22 
Ejercicio 258 Sea T :9 V —q V tal que [T]; = oo2 0 | Encuentre 
002 2 


una base y de V tal que T) esté en forma canónica racional. 
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Ejercicio 259 Sea A € M7x7 (C) el bloque de Jordan de 7x7 con A en la diagonal. 
Calcule la forma de Jordan de A’. (Considere los casos A = 0, À # 0). 


Sea B € Maxa (F) tal que xp (t) = (t — 1)“. Demuestre que hay 5 posibilidades 
para la forma de Jordan de B. Demuestre que 4p (t) y rango (B — I4) determinan 
la forma canónica de Jordan. 


Ejercicio 260 Encuentre la forma canónica de Jordan de 


0 0 0 0 


OOOOO OSN 
OOOOODOONNS 
OOOOON O 
OOOOV O © 
OOON O © ©- 
OONFE O Oo oo 
ONE OO o Oo 
OWOOOCO-> Oo © 


Ejercicio 261 Encuentre la forma canónica racional de la matriz del ejercicio an- 
terior. 


Ejercicio 262 Si A € Mnxn (C), demuestre que A = B+ N donde B es diagonali- 
zable, N es nilpotente y BN = NB. (Sugerencia: usar formas canónicas de Jordan). 


Ejercicio 263 Determine las formas canónicas racional y de Jordan para 
1 1 0 
A=|/010 
011 


Ejercicio 264 Sea A € Mxs (C) tal que su forma canónica de Jordan es 
—2 0 0 
0 7 1 | ysea BE Maxa(C) con forma canónica de Jordan 
0 07 


OOo u 
oOOoON E 
Oo 
=d 


Sea cV = {X € Mzx4 (C) | AX = XB}. Encuentre dim (V). 
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Espacios con producto interior II 


11.1. Operadores normales, autoadjuntos, 
unitarios 


Recordemos que un operador T : V — V en un espacio con producto interior es 


= Normal, si conmuta con su adjunto: TT* = T*T. 
= Autoadjunto (o hermitiano cuando F = R) si T = T*. 


= Unitario si preserva el producto interior. 


Como vimos, una eguivalencia a gue un operador sea unitario es gue su adjunto 
coincida con si inversa, es decir, T* = T71. 

De aquí vemos que los operadores autoadjunto y los operadores unitarios son 
operadores normales. 

Es una consecuencia del Teorema 108 que si T es normal entonces f (T) conmuta 
con g (T*) , para cualesquiera dos polinomios f (t) y g (t) € C [t] . En particular, si T 
es normal, entonces (t — Ald) (T) = T — Ad conmuta con (T — Md)* = T* — Md = 
(6-3 (T°). 


Recordemos que el “Teorema Fundamental del Algebra” asegura que C es un 
campo algebraicamente completo, es decir que cualquier polinomio de grado positivo 
con coeficientes en C tiene una raíz en C. 


Observación 99 Si T es un operador normal en cV con valor propio A, entonces 
A es un valor propio de T*. De hecho, T (Z) = At © T* (7) = à- (2). 
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Demostración. 


T (2) =A7 


SED 


11.2. Operadores normales, F = C 
Teorema 143 Sea cV > cV un operador normal en un espacio de dimensión 
finita no nula con producto interior. Entonces T' es diagonalizable. 


Demostración. x,(t) tiene tantas raíces (contando multiplicidades) como 
dim(V). Digamos que los valores propios de T (las raíces de x, (t) ) son 


A1 Ag: 
Como de costumbre, denotemos Ex, = Ker(T — A;Idy), así que 
Ex Q BE, < cV. 
Demostrar que T es diagonalizable equivale a demostrar que 
Ex -DEn cV 
Si la inclusión fuera propia, entonces 
W = (Ex BBA) + (0) = evt. 


Notemos que W es T— invariante: 


Zi € Ey, 0 € W > (T (Ñ), T) = (0, T* (2,)) = 
(5, T" (£,)) = (T,X i) = A (0,7) = 0. 


11.2. OPERADORES NORMALES, F = C 409 


Entonces podemos considerar 


Tw 


W — W 


que también tendría un valor propio. por la hipótesis de que W + 0). Ahora, un 


valor propio de T¡y es también un valor propio de T (x, (t) | x, (t) , Teorema 105). 
Por lo tanto W N O Ex) £ (0) V. 


Esta contradicción muestra gue 


V=% Ex 


por lo tanto T es diagonalizable. m 


; Te E : P 
Corolario 33 Sea cV — cV un operador normal en un espacio de dimensión 
finita no nula con producto interior. Entonces 


1. T* es simultáneamente diagonalizable con T. 
2, T* = g (T) para algún g (t) € C [t]. 


Demostración. 1. Se sigue de que 


Por lo tanto una base de vectores propios de T es también una base de vectores 
propios de 7*. 
2. Como la función conjugación, 


P MESA Ae dl 


es una función suprayectiva, podemos aplicar el Teorema 119 m 


: T : E ES À 
Corolario 34 Sea cV — cV un operador en un espacio de dimensión finita no 
nula con producto interior. Entonces son equivalentes: 


1. T es normal. 


2, T* = g (T) para algún g (t) € C [t]. 
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Demostración. 1. > 2.) Si T es normal, entonces T conmuta con T*, entonces 
T y T* son simultáneamente diagonalizables (Teorema 116), así que por el Corolario 
anterior, tenemos que T* = g (T) para algún g (t) € C [t]. 

2. > 1. ) T conmuta con cualquier polinomio evaluado en T. m 


2 4 


Ejercicio 265 Sea A = ( 12 


que g (A) = A*. 


) . Demostrar que es normal y encontrar g (t) tal 


T a A = 
Teorema 144 Sea cV — cV un operador normal en un espacio de dimensión 
finita no nula con producto interior. T es normal © V tiene una base ortonormal 
formada por vectores propios de T. 


Demostración. =>) Ya vimos que T es diagonalizable, por lo tanto 


V = Ex 0. OE, 


Por el Teorema de Gram-Schmidt, basta ver que vectores propios que corresponden 
a distintos valores propios de T son ortogonales. 
En efecto, 


Así que 0% (2,9) > A = A2V. 
<=) T (Z) = AZ © T* (Z) = AX. Por lo tanto T* conmuta con T si T es diagona- 
lizable. m 


11.3. Operadores autoadjuntos, F = R 


Teorema 145 SeapV = RV un operador autoadjunto en un espacio de dimensión 
finita no nula con producto interior. Entonces T' es diagonalizable. 
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Demostración. Consideremos el diagrama 


V T V 
E E 
(T15:- 
R" R" 
| (T e | 
C" ©" 


* t 
Como mal = (1713) = (mi) , (pues T] es una matriz simétrica con coe- 


ficientes reales) entonces [T] -_ es un operador normal, así que tiene algún valor 
propio A € C. 


Ahora, A valor propio de [TJ - => A es un valor propio de (m . j = ls 


Entonces A y A son valores propios de [TIE - _. Además 30 4% z € C” tal que 


por lo que à= À ER. 
Así tenemos que T tiene un valor propio real (de hecho, todo sus valores 
propios son reales). 
Ahora el argumento prosigue por inducción sobre la dimensión de V. 
Supongamos que 


V = BD DADY, 


donde W = (Ex @ ... Q Ex)". 
Entonces W es T—invariante. Además (Tw) = (Ti) = Ty, así que si 0% Tw, 
tenemos que T|w también tendría algún valor propio. 


Por lo tanto W N (Ex, B..BEx,) £ (0) V. 


Así que W = (0) por lo que V = Ex, O... BE», es decir, T es diagonalizable. 
u 


Corolario 35 Toda matriz A € Mnxn (R) simétrica, es diagonalizable. 


412 CAPÍTULO 11. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR II 


es diagonalizable. 


oe N 
¡MO w 


1 
Ejercicio 266 Muestre que | 2 
3 


Ejercicio 267 Sea T: R3 — R? definida por 


T ((z,y,2)) = (z -Y+ 2,2 +y,z- 2). 


Decir si T es autoadjunto. 


El resultado anterior se aplica para eliminar términos cruzados en las formas 
cuádricas que se estudian en geometría analítica. 


Ejercicio 268 Eliminar el término cruzado en 


da? + 51y + 9y? +8 = 0, 


mediante un cambio de coordenadas. Sugerencia: 


42? +5ry +9% = (2 e O 


Ejercicio 269 Encontrar nuevas coordenadas x, y de manera que las siguientes for- 
mas cuadráticas puedan escribirse como M (2)? + M (y)? y decidir que tipo de curva 
determinan: 


1. x? +4ry + y? =0. 


2. 2x2 + 2xy + 2y? =0. 


3. 24? + 22y + 2y? =0. 


Ejercicio 270 Determinar si el siguiente operador lineal es normal, autoadjunto o 
ninguna de las dos. T: R? — R? definido mediante 


T ((x,y)) = (2x — 2y,—2x + 5y). 


Encontrar una base ortonormal para R? formada por vectores propios de T. 
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11.4. Operadores unitarios 


T : : s 
Teorema 146 Sea cV — cV un operador normal en un espacio de dimensión 
finita no nula con producto interior. T es unitario © cV tiene una base ortonormal 
de vectores propios correspondientes a valores propios de tamaño 1. 


Demostración. >) Si T es unitario entonces existe 9 una base ortonormal de 
V de vectores propios. 


Además 
z ep = |l = (17 (2) [| = Az = (Ar > [A] = 1. 
<) Sea G 28 V formada por vectores propios cuyos valores propios sean 


base ortonormal 


de tamaño 1. Digamos que 
B=4121,... Lay. 
Entonces 
T (8) = {T (8), T(5)) = Da (E1), Mn (20) 
es un conjunto ortonormal en V. 
Como T manda la base ortonormal (21, ..., Zn ) en la base ortonormal (A141, ... 
, Ann y, concluímos que T es unitario (es claro que T preserva la norma). m 


Ejercicio 271 Para la siguiente matriz A encontrar una matriz ortogonal o unitaria 


P y una matriz diagonal D tal que PFAP = D. A = ( s p ) . 


11.5. Proyecciones 


Recordemos que si W @ Z = V, entonces 
Pi 
V = V : 
W+2 => U 
se llama la proyección sobre W a lo largo de Z. 


Observación 100 pý, depende de Z tanto como de W. 
Por ejemplo, si 


V = R, 

W = ((0,y)|yeR), 

ZA = {(z,0)|z ER}, 

Za [(2,1) ER |xER}, 
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entonces 
pů (a, y) = pi ((z, 0) + (0,y)) =(0,y), 


mientras que 


pw (x,y) = pw ((z, £) + (0, y — 1) = (0, y — 2). 


Teorema 147 Son equivalentes para T : V — V : 


1. T es una proyección (T = pý, ). 
2. T es idempotente. (T? =ToT =T ). 


Demostración. 1. > 2. ) Es claro. 
2. > 1.) Demostraremos que T = PO da 
Para empezar, veamos que V = Ke(T) BT (V). 
n 
ZEeKer(T)nT(V)=>z=T(ý 


para alguna y € V y además 


Entonces 


T 
Por lo que Ker(T)NT(V)= 
pře- 


T(E-T(A)=T(A-TT(A)=T(A-T(A=Ů. 
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Hemos demostrado que 
V =Ker (T) BT (V). 


Además, 


Por lo que Pra -T.m 


11.5.1. Proyecciones ortogonales 


Definición 124 Sea V un espacio vectorial con producto interior, con un subespacio 
W < V tal que 
W =W, 


+, d a 
Llamamos proyección ortogonal sobre W, a la proyección pW. 


Observación 101 1. SiV es de dimensión finita, en la definición anterior siem- 
pre se tiene que W = WH. 


2. SiW es de dimensión finita, se tiene que V = W Q W+, por lo que W = W 


Teorema 148 Son equivalentes para un operador T : V — V en un espacio con 
producto interior. 


1. T es una proyección ortogonal. 


2. T es idempotente y normal. 


Demostración. 1. > 2.) T P T es idempotente. 
Supongamos que 


£ = LA Tə, Ti W, La W~, 


entonces 
L > > > > > > > 
(o (2) 7) = BÁT) = (ELA) = 


> 5. > > ls 
= (zı | La, Y) = (zn (9), 
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de donde concluímos que P = (pt) ; 


2. > 1.) Como T es idempotente, entonces T = Bo ) basta demostrar que 


Ker(T) = (T(V))* y 
T(V) = (T(V). 


Sea E EKer(T) y sea y = T (2), entonces 
(ET (2) =(1" (8), 2) = (07, 2) = (0,2) =0. 


Por lo tanto Ker(T) C (T (V))“. 
Veamos ahora que (T(V)*<V : 
T 


(TeT(V)",T(3) E TV) > 
(T (9) „T (£)) = (7, T* (T (2)) = ( 
Una vez que hemos visto que T (V)* < V, supongamos que y € (T(V))“, 
entonces T (y) € T (V)“ por lo que 
(T (y) ,T (9)) = 0, 


por lo tanto T (7) = 0, es decir que y € Ker(T). 
Acabamos de demostrar que T (V)“ C Ker(T). 
Por lo tanto T (V)“ = Ker(T). 
Resta demostrar que T (V) = (T (V)) 
Siempre se tiene que T (V) C (T (V)) 
Recíprocamente, sea Z € (T (V)) =+ 
Z-— T (Z) € Ker(T) = T (V)* , entonces 


, entonces ¥ = T(ď) + (Z — T(2%)). Como 


(2,2 — T (2)) =0. 


Como T (4) € T (V) C (T (V))"*, también tenemos que 


Por lo tanto 
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De aquí que ¥ — T (4) = 0, así que Z = T(z) € T(V). Con esto vemos que 
(TV) CTV). 
Por lo tanto 


(mw =T(V). 


Entonces 


Por lo tanto 
V=T V) kan =TV ATV. 
u 


Observación 102 Notemos gue un operador idempotente y normal tiene gue ser 
autoadjunto, en vista del teorema anterior. 


Ejercicio 272 Demuestre por inducción que si A € Mnxn (C) es idempotente y 
normal, entonces A = A*. 


Teorema 149 Sea W < V, W de dimensión finita, V con producto interior, en- 
tonces pl." (X) es el vector de W más cercano a E. 


Demostración. £ =p” (2) + (z — pW“ (©) , con (z- p% (7) e WŁ. Aho- 
ra, Vw € W, 


[345] = (4,4 —w) = 
W 
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11.6. El teorema espectral 


Teorema 150 (Espectral) Sea pV = FV un operador lineal en un espacio de 
dimensión finita con producto interior. Supongamos que T es normal si F = C y que 
T es autoadjunto si F = R. 


El 
Sean A1, ..., Ax los distintos valores propios de T, denotemos T; =: Pa la proyección 


ortogonal sobre Ey,. Entonces 


1. V=E,LGB..O£). 
2. Denotemos W; = DE», entonces W = W. 
p 
3. TT = ôi jTi, donde ĉi; denota la delta de Kronecker. 


Z bys Ti 


5. T=MT1+..+ArTz. 


Demostración. 1. Esto sucede porque T es diagonalizable (Teoremas 143 y 145). 
2. Para un operador normal, vectores propios que corresponden a distintos valores 
propios son ortogonales: pues si tomamos a 


üE Ex,,U€ Ey, A A Aa, 
entonces 


M (8,0) = Qu (0) ,0) = (T (1), 0) = 
= (i, T* (5)) = (8, Aa (0)) = M (1,7). 


Esto muestra que Ex, € (Ex) Vi 21. 
Por lo tanto W; € (Ex)", por otra parte las dimensiones de ambos espacios 
coinciden, dadas las descomposiciones de V : 


V = E, Wy 
V = Ey DIE)”. 


Por lo tanto, 


W;= EOS ; 
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3. Como T;es una proyección, entonces T; o T; = T;. 
Sii Æ j, entonces T;(V) = (Ex,) C W (Ex), así que T;(T;(V)) C 
EL > 
TL ((Ex)") = pex ((Ex)") = {0}. 
En resumen, 1,1, = 9,¿1;. 
4. Como V=£,,08..O En si 


v = W +... + Uk 


> 


debe ser claro de los incisos anteriores que T; (U) = %,,..., Tk (U) = Wk, entonces 


T=T, (0) +... +T, (8) = (Ti + + Th) (0), YT € V. 


5. Respetando la notación del inciso anterior, 


T (0) = T (Ñ+... +) = 
= T(w) +... +T (W) = AW) +... + Ak (0%) = 
M (Tı (0) +... + M (Th (0)) = 
(A2T) (V) + + (ALT) (v) = 
= (Ti+... + ArT) (0), WU € V, 


Por lo tanto, 
T = ATi +... + Àk Tk. 


= 
: T l ; ce 
Corolario 36 Sea cV —> cV un operador normal en un espacio de dimensión fini- 


ta con producto interior. T' es autoadjunto <> cada valor propio de T' es un elemento 


de R. 


Demostración. Como T = AT, +... + AkTk (con la notación del Teorema 
espectral), entonces 


gor = AT, RS + ATL) = 
(MTD ++ (MTL) = 
AT ++ AKT = 


= AT,+..+A Tb. 


ya que las proyecciones ortogonales son autoadjuntas (Observación 102). 
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Ahora, si cada valor propio de T es real entonces A; = A;, para cada i, y por 
lo tanto T = T". 
Recíprocamente, si 


AT, | a | DOS = MT, | m | Mk, 
tomemos 7; un vector propio de T que corresponda a A;, entonces 


XZ = (ATi +. + ALT) (Z) = 
MT, +... + AT) Zi = 


ivi 


Como %; * 0, entonces À; = A. m 


Corolario 37 Sea „V E FV un operador lineal no nulo en un espacio de dimen- 
sión finita con producto interior. Supongamos que T es normal si F = C y que T es 
autoadjunto si F = R. 


(ex) 


Entonces cada T; = pp '” es un polinomio evaluado en T. 
Demostración. Usaremos la notación del Teorema espectral. 
Como T = ATi +...+AkTk y como 1,1, = ôi jT;, es claro que T;oT = AT, = ToT. 
Entonces los operadores T y T; son simultáneamente diagonalizables. 
La afirmación es cierta si T sólo tiene un valor propio, pues en este caso 
T = AT, por lo que Tn=iT = (1) (T). (Si Ar = 0 entonces T =0ÚV)V= Ex, 
por lo que T; = Idy. 
Supongamos ahora gue T' tiene por lo menos dos valores propios. 
ME 
(zx,) 
s 


Como T; = Př debe ser claro que T; tiene exactamente dos valores 


propios: y; = 1 y y, = 0. Denotemos 
E=: {ZEV |T; (0) = 7,7}, i€ {1,2}. 


Es claro que 
B= Ex, 


y que 
Es = Ker (T,) = E». 
J 


ji 
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Por lo tanto la suprayección 


{ak} S 41,9) 
1 > 1 
jsj =œ 2 
satisface 
E, = Ex. 
Y (u)=j 
Pues 
E, = E, =E,= X E 
W(u)=1 
y 
B =E =D) En X, En 
j V(u)=2 


La conclusión sigue inmediatamente del Teorema 119. m 


Ejercicio 273 Muestre que el Corolario anterior falla si no pedimos que el operador 
T sea distinto de 0. 


Ejercicio 274 Para A = ( : ES ) : 
1. Demostrar que A-- posee una descomposición espectral. 


2. De manera explícita, definir cada una de las proyecciones ortogonales en los 
espacios propios de A- T. 


3. Verificar los resultados usando el Teorema espectral. 
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Algunas notaciones utilizadas en el libro: 


: conjunto de números complejos 

: conjunto de números naturales 

: conjunto de números racionales 

: conjunto de números reales 

: conjunto de números enteros 

(X): conjunto de subconjuntos de X 
: intersección 

: unión 

U: unión ajena 


OzZAa 


oC DS ND 


AÙ B: unión de A con B , que además son ajenos 

R”: producto directo de n copias de R 

Mnxm (F): conjunto de las matrices de n renglones y m columnas 
M,, (F): conjunto de las matrices de n x n con coeficientes en F 
=>: implica 

©: si y sólo si 

V: disyunción, supremo 

A: conjunción, ínfimo 

x: producto cartesiano 

V diferencia de conjuntos 

V: cuantificador universal 

3: cuantificador existencial 

€: símbolo de pertenencia 

©: conjunto vacío 

(Ho) x: familia de conjuntos con índices en X 

AP: conjunto de funciones de B en A 


AL, B,: f es una función de 4 en B 


f 25 : 
A > B: f es una función suprayectiva 
A >>—> B: función inyectiva 
A >>> B: función biyectiva 


423 


fog: “g seguida de f” 

o: función sucesor 

Biy (X): conjunto de biyecciones de X a X 

Idy: función identidad en el conjunto X 

|X|: cardinal de X 

xt: inverso de z en un grupo 

2Z: conjunto de los pares 

nZ: conjunto de múltiplos de n 

2 Z +1: conjunto de los impares 

n Z +m Z: conjunto de combianciones enteras de n y m 
(n;m): máximo común divisor de n y m 

[n; m]: mínimo común múltiplo de n y m 

i$: inclusión de X en A 

fix: restricción de f a X 

fY: correstricción de f a Y 

de restricción de f a X,correstringida a Y 

(X): subgrupo generado por X 

e: neutro en un monoide 

dist: distancia 

B“: complemento de B 

Zn: enteros módulo n 

Z: unidades de Z, 

R [z]: anillo de los polinomios con coeficientes en R 

a: clase de congruencia de a 

W <p V: W es un subespacio de V 

L (X): subespacio generado por X 

A, j: coeficiente en el renglón % y en la columna j de A 
Sn: conjunto de las matrices simétricas de n x n 

Tn: conjunto de las matrices triangulares supeiores de n x n 
£(X): subespacio generado por X 

£ (2): subespacio generado por £ 

[é,, €2, ..., Ea}: base canónica de R" 

© suma directa 

W © Z: suma directa de los subespacios W y Z 

R): subespacio de las funciones reales pares de variable real 
R): subespacio de las funciones reales impares de variable real 
V œ% W: V es isomorfo a W 


[,,: matriz idnetidad den x n 


N 
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ð; j: delta de Kronecker 
[ Ja: matriz de T respecto a las bases 8 y y 
TI": matriz de T respecto a las bases canónicas 
can p 

T|: vector de coordenadas de * respecto a la base 

B p 
V 2, F": la función Z > [z]; 
nul: nulidad 
rango 
rango“: rango de columna 
|: tal que, divide a, concatenación de matrices, restricción, correstricción 
A | B): concatenación de las matrices A y B 

y 

J: bloque de Jordan 
( | ): producto interior 
Ill: norma 

: valor absoluto, módulo 

2 


e0: función exponencial 


V x W 25 X xY: la función (0,0) — (T (0) ,T (w)) 


T*: adjunto de T' 

At: transpuesta de A 

A- : multiplicar por A a la izquierda 

-+ A: multiplicar por A a la drecha 

c- multiplicar por c 

Hom» (V, W): espacio de las funciones lineales de V a W 

Al: j—ésima columna de A 

A; i: -ésimo renglón de A 

Rọ: rotación por un ángulo 0 

Po: rotación por un ángulo 0 

G.: reflexión respecto de la línea £ 

c.l.: combinación lineal 

Li: linealmente independiente 

1.d.: linealmente dependiente 

P,, (F): conjunto de los polinomios de grado a lo más n junto con el polinomio 

cero 

F |x]: espacio de los polinomios con coeficientes en F 

F(%): conjunto de los polinomios con coeficientes en F, pensados como sucesiones 
casi nulas 

T; j: operación elemental que intercambia los renglones ¿ y j de una matriz 

Jij: Tij Un) 

Ma: operación elemental de renglón que multiplica por c el renglón ¿ de una 
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matriz 

Mx: Moi (In) 

Sei j: operación elemental que suma c veces el renglón ż al renglón j de una matriz 

R ,€: operaciones elementales 

T” : operación elemental que intercambia las columnas % y j de una matriz 

M"": operación elemental de columna que multiplica por c la columna ¿ de una 
matriz 

S”"”: operación elemental de columnna que suma c veces la columna % a la 
columna j de una matriz 

Sy: conjunto de soluciones de un sistema homogéneo 


A f ; ; 
( 0 : ) matriz con submatriz A y con el resto de sus coeficientes 0 


V*: espacio dual 

B*: base dual de la base B 

V(%): espacio de las funciones de X a V que se anulan en casi todo elemento de 
X 

V 1, V**: la función U > evz 

V* £5 F: la función T > T (9) 

R*: conjunto de reales positivos 

tr: traza 


A): Ai , cuando A € Mnxn (F) 
¡=1 
A? = A*: adjunta de A 
Ss {zi U, 9=0,vses) 


00:91) — (0) rv]: sH st 
0 0) „F vy: conjunto de los subespacios de pV 
W, 


W, X]: conjunto de los subespacios de pV que contienen a W y que 
están contenidos en X 

Re (z): parte real de z 

Im (z): parte imaginaria de z 

det, ||: determinante 

ô: función n-lineal, función alternante, determinante 

(1,0 (1),0? (1), ..., a* (1)): ciclo en S, 

Sn: grupo de las permutaciones en {1, 2, ..., n} 

An: grupo de las permutaciones pares en {1, 2, ..., n} 

sig (0): signo de o 


3 
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A; p: matriz que se obtiene al suprimir en la matriz A el renglón % y la columna k 
Ev, : R [z] — R [z]: la función f (z) > f (a) 
© congruencia módulo f (z) 


C*: conjunto de las funciones reales de variable real que tienen derivada n-ésima 
para cada n 

Xa (t): polinomio característico de A 

La (t): polinomio mínimo para A 

Xr (t): polinomio característico de T 

Ur (t): polinomio mínimo para T 

A x B: B se obtiene al aplicar uan operación elemental a A 

E,: subespacio de V cuyos elementos son los vectores propios de T correspon- 
dientes al valor propio A 

(0:T) = [fe Ft| f(T) =ô} 

Fitur (e) = {fu € Fl If eF 

W <r V: W es un subespacio T invariante de V 

Hi: conjunto de operadores T en V que hacen a W T-invariante 

£r (X): subespacio T-invariante generado por X 

£r (2): subespacio T-cíclico generado por E 

C (T): conjunto de los operadores que conmutan con T 

D (V): conjunto de los operadores en V que son diagonalizables 

Cf: matriz compañera del polinomio f 

p— zoc,: p-zoclo, Ker (p (T)), p(t) polinomio irreducible 

V/W: espacio cociente 

cs (V): número de sumandos directos con polinomio mínimo p* (t) en una des- 

composición de V en sumandos directos T-cíclicos 
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